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1. Esercizio 1.
Studiare, al variare di α ∈ R, la convergenza della serie

+∞∑
n=1

lnn

n2
((−1)nnα + sinn)

Abbiamo:

| lnn
n2

sinn|≤ 1

n3/2
∀n

e la serie
∑ lnn

n2 sinn è assolutamente convergente e quindi convergente.
Quindi la serie data converge se e solo se converge la serie a segni alterni∑

(−1)n
lnn

n2−α

.
Se α ≥ 2 la serie non converge perchè il termine generale non è infini-
tesimo.
Se α < 2 possiamo applicate il criterio di Leibnitz; posto β = 2−α > 0
abbiamo infatti :

lim
n=∞

lnn

nβ
= 0

inoltre presa f(x) = lnx
xβ

è f ′(x) = 1
xβ+1 − β lnx

xβ+1 = 1−β lnx
xβ+1 che è defini-

tivamente negativa, per cui il termine della serie decresce a zero.

2. Esercizio 2
Calcolare, se esiste:

lim
x=0

ln(cosx) + ln(ex − x)− x3/6
x2 arcsin(x2)

Utilizziamo le formule:
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ln(1− t) = −t− t2

2
− t3

3
− t4

4
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ln(cos(x)) = ln(1− (1− cos(x))) =

= −(1− cos(x))− (1− cos(x))2

2
+ o(x4) =
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lim
x=0

x

arcsinx
= 1

Si ha

lim
x=0

ln(cosx) + ln(ex − x)− x3

6

x2 arcsin(x2)
=

= lim
x=0

−x2

2 + x4

24 −
x4

8 + x2
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2
x4

4 + o(x4)− x3
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3. Esercizio 3
Trovare le soluzioni dell’equazione:

u′′ + u′ =
1

1 + e2t

l’equazione omogenea associata è:

u′′ + u′ = 0

che ha soluzione generale:

u(t) = C1e
−t + C2

Cerchiamo ora una soluzione della forma:

u(t) = C1(t)e
−t + C2(t)

da cui:
u′(t) = C ′1(t)e

−t − C1(t)e
−t + C ′2(t)

Imponiamo:
C ′1(t)e

−t + C ′2(t) = 0
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Si ha allora:
u′(t) = −C1(t)e

−t

u′′(t) = −C ′1(t)e−t + C1(t)e
−t

e quindi

u′′(t) + u′(t) = −C ′1(t)e−t + C1(t)e
−t − C1(t)e

−t =
1

1 + e2t

C ′1(t) = − et

1 + e2t

da cui
C1(t) = − arctan(et)

e

C ′2(t) = −C1(t)e
−t =

1

1 + e2t

da cui

C2(t) =

∫
1

1 + e2t
dt

Per calcolare l’integrale, poniamo y = et; è etdt = dy, dt = dy/y.∫
1

1 + e2t
dt =

=

∫
1

y

1

1 + y2
dy =

∫
dy

y
−

∫
ydy

1 + y2
=

= ln y − 1

2
ln(1 + y2) = t− 1

2
ln(1 + e2t) =

= C2(t)

In conclusione la formula della soluzione generale è data dalla:

y(t) = C1e
−t + C2 − arctan(et)e−t + t− 1

2
ln(1 + e2t)

al variare di C1 e C2 in R.
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