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Esercizio 1

Testo

Studiare, al variare di α, β, γ ∈ R, la convergenza assoluta e la convergenza semplice della
serie ∞∑

n=2

[
exp(α/n2)− cos(1/n)

]
nβ

(logn)γ .

Soluzione

Sia

an = exp(α/n2)− cos(1/n)

=
[
1 + α

n2 + α2

2n4 + o

( 1
n4

)]
−
[
1− 1

2n2 + 1
4!n4 + o

( 1
n4

)]

= 1
n2

[(
α+ 1

2

)
+
(
α2

2 −
1
4!

)
1
n2 + o

( 1
n2

)]
.

Si ha che an ha segno definitivamente costante per n grande. In particolare, definitivamente
in n vale 

an > 0 se α > −1
2 ,

an < 0 se α < −1
2 ,

an > 0 se α = −1
2 perché α2

2 −
1
4! = 1

12 > 0.

Questo ci dice che la serie converge semplicemente se e solo se converge assolutamente. Se
α 6= −1

2 , allora an ∼ n
−2, quindi

ann
β

(logn)γ ∼
nβ−2

(logn)γ

e la serie converge per β < 1, ∀γ o β = 1, γ > 1. Se invece α = −1
2 , allora an ∼ n

−4, quindi

ann
β

(logn)γ ∼
nβ−4

(logn)γ
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e la serie converge per β < 3,∀γ o β = 3, γ > 1. Ricapitolando, la serie converge
(semplicemente e assolutamente) se e solo se{

α 6= −1
2 ∧

[
β < 1 ∨ (β = 1 ∧ γ > 1)

]}
∨
{
α = −1

2 ∧
[
β < 3 ∨ (β = 3 ∧ γ > 1)

]}
.

Esercizio 1 (Analisi 2)

Testo

Scrivere l’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale

u′′ − 2u′ + u = ex

1 + x2 .

Soluzione

L’equazione caratteristica associata λ2− 2λ+ 1 = (λ− 1)2 = 0 ha una radice doppia λ = 1,
quindi le soluzioni dell’equazione differenziale omogenea sono C1e

x + C2xe
x. Cerchiamo

una soluzione particolare dell’equazione differenziale tramite il metodo della variazione delle
costanti arbitrarie. Cerchiamo una soluzione della forma v1(x)ex + v2(x)xex. Dobbiamo
risolvere il sistema 

v′1(x)ex + v′2(x)xex = 0,

v′1(x)ex + v′2(x)(ex + xex) = ex

1 + x2 .

La soluzione è
v′1(x) = − x

1 + x2 , v′2(x) = 1
1 + x2 ,

da cui
v1(x) = −1

2 log(1 + x2), v2(x) = arctan(1 + x2).

La soluzione generale è quindi

u(x) =
(
−1

2 log(1 + x2) + x arctan(1 + x2) + C1 + C2x

)
ex.

Esercizio 2

Testo

Calcolare, se esiste, il seguente limite:

lim
x→0

sin
(
x
∫ x

0 t
2e−tdt

)
(1− cosx) log2(1 + x)

.

Soluzione

Siccome
lim
x→0

1− cosx
x2 = 1

2 e lim
x→0

log2(1 + x)
x2 = 1,

2



il limite dato equivale a

lim
x→0

sin
(
x
∫ x

0 t
2e−tdt

)
1
2x

2x2
H= lim
x→0

cos
(
x
∫ x

0 t
2e−tdt

) (∫ x
0 t

2e−tdt+ x3e−x
)

2x3

= lim
x→0

∫ x
0 t

2e−tdt+ x3e−x

2x3

H= lim
x→0

x2e−x + 3x2e−x − x3e−x

6x2

= lim
x→0

4x2 − x3

6x2 e−x = 2
3 .

Esercizio 3

Testo

Risolvere il problema di Cauchy {
y′ = y3 sin(2x),
y(π/4) =

√
2,

precisando l’intervallo massimale di esistenza della soluzione stessa.

Soluzione

L’equazione differenziale data soddisfa le ipotesi di esistenza e unicità locale. Se y(x0) = 0
per un certo punto x0, allora y(x) = 0 è una soluzione; pertanto la soluzione che cerchiamo
non si può annullare. Questo ci consente di dividere l’equazione per y e ottenere

y′(x)
y(x)3 = 2 sin(x) cos(x)

da cui integrando
− 1

2y(x)2 = sin(x)2 + C.

Le condizioni iniziali impongono

− 1
2
√

22 =
( 1√

2

)2
+ C,

da cui C = −3/4. La soluzione è allora

y(x) =
√√√√ 1

2
(

3
4 − sin(x)2

)
ed è definita sul più grande intervallo contenente π/4 in cui 3

4−sin(x)2 > 0, ovvero
(
−π

3 ,
π
3
)
.
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