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Esercizio 1

Testo

Studiare, al variare di «, 8,7 € R, la convergenza assoluta e la convergenza semplice della

serie
oo

n=2

[exp(a/n?) — cos(1/n)] n®
(logn)7 '

Soluzione
Sia

an = exp(a/n?) — cos(1/n)

1+a+a2+(1> [1 1+1+(1)]
n?2 = 2nt n4 2n? = 4lnt n4

<+1>+ a? 1 1+<1)

a4+ = ———=|=+4+ol=]|-

2 2 4! ) n? n2

Si ha che a,, ha segno definitivamente costante per n grande. In particolare, definitivamente
in n vale

1
n2

an >0 sea>—%,

an <0 sea< —%,
_ 1 s o 1 _ 1
ap >0 sea=—3 perché¢ & — 7 =15 > 0.
Questo ci dice che la serie converge semplicemente se e solo se converge assolutamente. Se
a # —%, allora a, ~ n~2, quindi

annﬁ nP—2
~Y

(logn)7  (logn)7

e la serie converge per 5 < 1,Vy o0 8 =1,7 > 1. Se invece a = —%, allora a, ~ n~%, quindi

annﬁ nf—4

~

(logn)? ~ (logn)"
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e la serie converge per 5 < 3,Vy o f = 3,7 > 1. Ricapitolando, la serie converge
(semplicemente e assolutamente) se e solo se

{a;é—;A[ﬂ<1v(ﬁ:1Ay>1)}}v{a:—;A[B<3v(ﬁ:3/\7>1)]}.

Esercizio 1 (Analisi 2)

Testo

Scrivere 'insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale

e.ﬁt

//72/ -
U uw +u 11 22

Soluzione

L’equazione caratteristica associata A2 — 2\ +1 = (A — 1)? = 0 ha una radice doppia A = 1,
quindi le soluzioni dell’equazione differenziale omogenea sono Cie® + Caxe®. Cerchiamo
una soluzione particolare dell’equazione differenziale tramite il metodo della variazione delle
costanti arbitrarie. Cerchiamo una soluzione della forma v;(x)e” + va(x)xe®. Dobbiamo

risolvere il sistema
v (x)e” + vh(z)ze® =0,

eIL'
vi(x)e” + vh(z)(e” + xe®) = T2
La soluzione & 1
x
Uﬂ(fﬂ):—ma é($)2m7

da cui .
vi(x) = —3 log(1 + 2?), vy(z) = arctan(1 + z2).

La soluzione generale ¢ quindi

1
u(x) = (—2 log(1 + %) 4+ zarctan(l + 22) + C; + 0256) e’.

Esercizio 2

Testo

Calcolare, se esiste, il seguente limite:

lim SHE t2e2_tdt) .
=0 (1 — cosz) log”(1 + z)

Soluzione

Siccome



il limite dato equivale a

: T 12—t
sin(z [ t?e~'dt) n lim

cos(z [ tPe~tdt) (fy t*etdt + x3e™7)

lim =
z—0 %12.332 z—0 23
. JytPeTtdt + ate®
= lim
x—0 2x3
o xle T 4 3x%e T — gl "
= lim 3
x—0 6x
o 4x? — a3 e 2
= lim —s ¢ =3
x—0 6x 3

Esercizio 3
Testo
Risolvere il problema di Cauchy

y' =y’ sin(2z),
y(m/4) = V2,

{

precisando 'intervallo massimale di esistenza della soluzione stessa.

Soluzione

L’equazione differenziale data soddisfa le ipotesi di esistenza e unicita locale. Se y(zg) =0
per un certo punto xg, allora y(z) = 0 ¢ una soluzione; pertanto la soluzione che cerchiamo
non si puo annullare. Questo ci consente di dividere I’equazione per y e ottenere

;J;S;; = 2sin(z) cos(x)
da cui integrando
Le condizioni iniziali impongono
1 12
NV <\/§> e
da cui C'= —3/4. La soluzione & allora

1
sin(m)Q)

y<$):\J2<i—

ed ¢ definita sul pit grande intervallo contenente 7/4 in cui

3

4

sin(z)? > 0, ovvero (—%, %).



