Esercizio 1. Se y(xz) = 0 per qualche z, allora y = 0 risolve il problema
ovunque, ma non soddisfa y(v/2) = 2. Quindi possiamo assumere y # 0. Divi-
dendo per y3 entrambi i membri e integrando si ottiene
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Il valore di ¢ si trova imponendo la condizione iniziale:
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da cui ¢ = 9/4. La soluzione ¢ quindi
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(occorre scegliere y(x) > 0 dato che y(v/2) > 0 e y(x) # 0 per ogni z € R).
Per determinare I'intervallo massimale di esistenza della soluzione, si osservi che
V2 — 1 ¢ definita per z > 1 e x < —1; poiché la condizione iniziale & data nel
punto xg = V2> 1, selezioniamo = > 1. Occorre inoltre imporre
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da cui
x2<1+§—§
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Quindi l'intervallo massimale di esistenza della soluzione & (1, 7%45) In

2z = 1 la funzione ¢ definita e vale 2/3, ma non ¢ derivabile; tale punto non &
dunque da comprendere nell’intervallo di esistenza per la soluzione al problema
di Cauchy.

Esercizio 2. Sia L loperatore differenziale associato all’equazione: Llu] =
u” — 4u’ + 4u. Risolviamo inizialmente ’equazione omogenea associata: il poli-
nomio caratteristico e

p(A) =N —dA+4=(\—-2)2
Dunque
{u: L[u] = 0} = {u(z) = ae® + Bze**: a, B € R}.

Ora si cerchi una soluzione a L{uj] = sin(2x). Ponendo u;(x) = asin(2x) +
bcos(2z) si ha
u}(x) = 2a cos(2z) — 2bsin(2z)

uf(x) = —4asin(2z) — 4b cos(2x)



Ora imponendo
Lluy] = —8acos(2z) + 8bsin(2z) = sin(2z)

si ottiene a =0, b =1/8.
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Si cerchi ora una soluzione a Llus] = +77 con il metodo della variazione
2z

delle costanti arbitrarie. Ponendo us () = c1(2)e?* + zco(x)e?® si ottiene
ch(2)e?® + xch(z)e*® =0
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da cui
{ ¢ (x) +wey(x) =0 ,
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c1(z) =2loglz + 2| —x co(z) = log |z + 2|
L’insieme delle soluzioni all’equazione differenziale L[u] = ;ig; + sin(2z)

risulta infine
1
u(z) = ae®® 4 Bre*® + 3 cos(2x) + (2log |z + 2| — 2)e** + (log |z + 2|)ze**
al variare di a, 5 € R.

Esercizio 3.

(1) Per z =0 si ha fy,(xz) =0 per ognin € N. Se z # 0
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qualunque sia o € R.

(2) Si osservi che
lim fan(z)=0,

r—+o0

e si cerchi il massimo valore di | fan(x)]:

FLo () =n%e " (1 — 2n22?).
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I punti di massimo sono in\/i’

e quindi
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fa,n ( )’ = n®t
Se o < 1, fo,n converge a zero uniformemente su R.
Se o > 1, dato a > 0 si ha

max | f,n(z)| =

0 < fan(z) < n%qe~ """’



sull’intervallo [a,+00] non appena n > @i con %ﬁ < @. Quindi f,, — 0

uniformemente su [a,+o00]. Dato che f,, & dispari, lo stesso vale sugli
intervalli del tipo [—oco, —a] con a > 0.

Invece, dato b > 0, sia . tale che %ﬁ < b. Per ogni n > n si ha
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che non tende a zero. Dunque non si ha convergenza uniforme su [0, b] per
a>1.

foun(@) = 0™ (1= 20%0%),
fon(x) = —n%e~ T on%2(3 — 2na?).

Quindi

| 0] = {172, 0]
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=n“.

Dato che a < 0, f/,,, — 0 uniformemente su R.

Per a = 0si ha f; ,(z) = e (1 — 2n222%); se x =0

lim f,.(0)=1
00 fO,n( ) )
mentre per x # 0
lim £, (x) =0.
e 00 fO,n( )
Poiché la funzione limite ¢ discontinua, f; , non converge uniformemente a
zero su R. Infatti f!  sono funzioni continue, e limite uniforme di funzioni
.
continue ¢ una funzione continua.



