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Esercizio 1

Testo

Dire per quali valori di o € R, o > 0, risulta convergente la serie
+00  .p3
Z / sin®(1/x) dz.
n=1 n?

Soluzione

Osserviamo che per ogni x > 0 vale sin(1/z) < 1/x. Inoltre, poiché

lim sin(1/xz)

T—00 1/1- :1’

esiste  tale che per ogni > Z si abbia %% < sin(1/z). In definitiva, il problema assegnato

e equivalente a stabilire la convergenza della serie

+o0 n3 1

3 / ~ dr. (1)
n=1 n? T¢

Supponiamo ora « > 1. Possiamo integrare il generico addendo della serie
o At 1 1
n2 T l-—a|, a—1 n2e-l no—1

n

e, siccome il termine nella parentesi tonda va a 1, la serie (1) & equivalente a

400 1

2 s

che converge se e solo se 2(a — 1) > 1, ovvero o > 3/2.

Ora, abbiamo fatto queste considerazioni supponendo « > 1. Tuttavia, siccome la
serie (1) &€ monotona decrescente come funzione di @ (perché ogni addendo lo ¢) e siccome
abbiamo dimostrato che per a = 3/2 diverge, essa divergera anche per tutti gli o < 1.

In conclusione, la serie di partenza converge per a > 3/2 e diverge se 0 < o < 3/2.
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Esercizio 1 (solo Analisi 2)

Testo

Calcolare, se esiste,
1 /% 1 —cost
lim — / ST,
X

rz—0t T t2
Soluzione
Poiché
. 1—cost 1
lim ————— = —,
t—0 t2 2
si ha che esiste £ > 0 tale che
1 1 —cost
- < —x<1 per ogni t € (0,).

4 t2
Allora

5Tt St 1 — t 5z
x:/ — </ LY 7 dt =4z per ogni z € (0,z/5),

da cui segue che
52 1 — cost
lim [ — g =o.

z—0t xT tQ

Siamo nelle ipotesi sotto cui si puo applicare de L’Hopital, e cosi facendo si ottiene

- 1/5a: 1_COStdt£ lim [51—005(51‘) _l—cosz] 5 1 _9
z t2 z—0t (51’)2 x 2 2

In alternativa, si puo sfruttare il seguente fatto: se f(z) é continua in 0, allora

1 T

lim — t)dt = f(0).
Jim ) f(dt = f(0)
Presa la funzione continua
l—cosx
x #0,
o’
5 xr = 0,

si puo allora calcolare

Sr 1 _ bz x
lim © / Locost y — fim [5 f(t)dt—i /0 f(t)dt} — 57(0) — f(0) = 2.

z—0t+ T t2 z—0t+ [ 52 Jo

Esercizio 2

Testo

Scrivere le soluzioni dell’equazione

u”" —3u' +2u=e"/(e” +1).



Soluzione

Troviamo le soluzioni dell’omogenea. Il polinomio associato all’equazione lineare a coef-
ficienti costanti & p(\) = A2 — 3\ + 2, che ha come radici A = 1 e A = 2. Le soluzioni
dell’lomogenea sono quindi Cie® + Coe?®, con C; e Cy in R.

Per trovare una soluzione particolare con il metodo della variazione delle costanti
arbitrarie, bisogna risolvere il sistema lineare

i (z)e® + ch(z)e?® =0,
cj(z)e* + 2ch(z)e?™ = e*/(e* +1).

Dividendo per e*, questo sistema si puo semplificare in

2¢h(z)e” =1/(e* +1).

Si ricava allora ch(z) = e™*/(e* 4+ 1), da cui integrando (per esempio con la sostituzione
t = e") si ottiene
co(z) = —e " +log(1+e 7).

Similmente, ¢} (z) = —1/(e” 4+ 1), da cui
c1(z) =log(14+e 7).
In conclusione, le soluzioni sono

log(1 4 e %) (e® 4 %) 4+ C1e® 4 Cpe?, con C1,C € R.

Esercizio 3

Testo

Consideriamo, per ogni a € R, a > 0, la funzione f, definita per x € R:
fal@) = e fla2 = 22|

1. Dimostrare che, per ogni a fissato, la funzione f,(z) ammette punti di massimo e
punti di minimo relativo.

2. Dimostrare che, per ogni a fissato, la funzione f,(x) ammette massimo assoluto.
Chiamiamo M (a) tale valore di massimo assoluto.

3. Calcolare, se esiste,
lim M(a).

a—0

Soluzione

1. Osserviamo che f,(x) > 0 per ogni z € R. Siccome f,(a) = 0, z = a & un punto
di minimo (assoluto). Inoltre sul compatto [—a,a] ammette massimo in un punto
interno (perché f, non ¢ identicamente nulla, ma agli estremi vale 0), quindi esiste
un punto di massimo relativo.



2. Siccome f, >0e l‘im fa(z) = 0, esiste un punto di massimo assoluto.! Al fine di
T|—00

risolvere il punto successivo, ci converra tuttavia analizzare meglio la situazione e
determinare il valore massimo M (a).

Osserviamo che f,(z) & derivabile ovunque tranne che nei punti z =0 e x = +a, in
cui vale rispettivamente a e 0. Inoltre f,(z) & pari, quindi ci possiamo limitare a
studiare i massimi in [0, c0).

In (0,a) la derivata ¢

(a2 —2?) +x

: <0,

a? — x?

quindi non ci sono punti stazionari e x = 0 € un punto di massimo relativo.

In (a,00) la derivata &

Il numeratore si annulla solo per x uguale a

1—+1+ 4a? 1+ V14 4a?

rg=———7"—"<0 0 r=——"">a
0 2 1 2 )
quindi in (a, 00) c¢’¢ un solo punto stazionario, che pertanto deve essere di massimo
(perché fy,(a)=0ce lim fa(z) = 0, quindi almeno un massimo esiste). Ricordando
r—00

che tale punto di massimo soddisfa 23 — a?

valore massimo

= x1, si puo calcolare agevolmente il

VitaaZ |1+ /1 + 4a?
N N e

Da quanto detto, si ha che

M(a) = max {a, e~21(@) :cl(a)} .

3. Notiamo che

li =1
(@) =1

quindi
. 1 1
lim M (a) :max{O,e ﬁ} ==

a—0 e

LQuesto dovrebbe essere un fatto noto; o comunque, per chi non lo conoscesse, risulta essere un esercizio
semplice e istruttivo.



