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Esercizio 1. Per n intero positivo, siano u,v,b € R™ e D una matrice
n X n diagonale tale che det D # 0. Per risolvere il sistema lineare Ax = b
con A= D + uv? si consideri il metodo iterativo xj1 = M~1(Nzj + b) dove
A=M-NeM=aD,cona€eR, az#0.
a) Dire sotto quali condizioni su u, v, D esiste un « per cui il metodo iterativo
¢ convergente e determinare il raggio spettrale di P = M~ N.
b) Determinare il valore di @ che minimizza il raggio spettrale di P.
c) Si dimostri che per @ = 1 lerrore di approssimazione e; = x; — « ottenu-
to dopo un passo a partire da un qualunque xg & proporzionale a D™ 'u. Se
v = D™ lu si usi questa proprieta per determinare xg tale che e; = 0.

Esercizio 2. Siano gi(x) e gz2(x) due funzioni da R in R derivabili con
continuita. Si consideri la successione generata a partire da xg,x; € R dalla
relazione xx11 = g1(z) + g2(zk-1), k=10,1,....

a) Si dimostri che se esiste limg 2 = « allora @ = ¢;(a) + g2(«) e che per
ogni o, z1 € R esistono &, n € R tali che ex11 = g1 (&k)ex + g5(nk)ex—1, per
k=1,2,..., dove e =z — a.

b) Riscrivendo Pespressione ejy1 = ¢ (&k)ex + gh(nk)ex—1 nella forma

L+ 91 (&) 295(nk) v®. con U(k):[ €k }

= 1
3 0 3€h-1

si dimostri che se |g1(&)] +2|g5(n)| <A< 1VEn e Q= {z: |z — a| < p} allora
V 20,21 € Q vale 2 € Q, ||vk||oo < pmax(1/2,\)F~1 per k > 1, e limy 25 = a.
¢) Sotto le condizioni del punto b) si provi che « & l'unico punto fisso di
91(x) + g2(x) in Q.

d) (Facoltativo) Dire se la condizione |gi(£)] + |gh(n)] < A < 1, V&n € Q, ¢
sufficiente per la convergenza.

Esercizio 3. Per calcolare I'espressione f(a,b,c,d) = (a® + be)/(c + d) si
consideri l'algoritmo: s1 = axa, so =bx*c, s3 =c+d, s4 = 51+ S2, S5 = S4/53.
Si provi che tale algoritmo € numericamente stabile all’indietro nei punti in cui
f(a,b,c,d) & definita, dimostrando che il valore ¢(a,b,c,d) effettivamente cal-
colato in aritmetica floating point & uguale a f(&,l;,& ci) per opportuni valori
a,b,¢,d. Si diano limitazioni superiori alle perturbazioni |a — al, [b — b|, |¢ — ¢,

|d —d|.

Esercizio 4. Si scriva una subroutine in Fortran 90 che, presi in input un
intero n e i vettori reali u,v,d,b,x di n componenti, dia in output il vettore
y = D71 (b—uvTz) (ottenuto a partire da & dopo un passo del metodo iterativo
dell’esercizio 1 con @ = 1), dove D & la matrice diagonale con elementi diagonali
di,iZL...,TL.



