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Sommario

In analogia con le strutture fortemente minimali, vogliamo defi-
nire una nozione degli dimensione di insiemi definibili. Per farlo, dob-
biamo anzitutto definire la chiusura algebrica model-teoretica di
un insieme e quindi dimostrare che nelle strutture O-minimali vale la
proprietà dello scambio di Steinitz per la chiusura algebrica model-
teoretica. Avendo definito dunque definito una nozione di dimensione
possiamo dimostrare alcune sue buone proprietà.

1 O-minimalità

Iniziamo con la definizione di struttura O-minimale .

Definizione 1.1. Sia L un linguaggio con un simbolo di relazione binaria
< e sia M una L-struttura in cui < è interpretato come un ordine totale.
Allora M si dice O-minimale se ogni X ⊂ dom(M ) definibile (a parametri)
è unione di un numero finito di intervalli e di punti.

2 Scambio di Steinitz

Abbiamo la seguente definizione, in analogia con in polinomi:

Definizione 2.1. Sia M una L-struttura e A ⊂ dom(M ). Una LA-formula
φ (x ) è algebrica se definisce un insieme finito.

Definizione 2.2. Sia M una L-struttura e A ⊂ dom(M ). La chiusura
model-teoretica di A è

acl(A) = {b ∈ dom(M ) | ∃φ (x ) LA-formula algebrica tale che M |= φ (b)}

Diciamo che b è algebrico su A se b ∈ acl(A).

Possiamo estendere la definizione considerando anche dei parametri. Di-
ciamo che b è algebrico su A con parametri da B ⊂ dom(M ) e scriviamo
b ∈ acl(A/B) se b ∈ acl(A ∪ B).
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In una struttura O-minimale (e più in generale in una struttura in cui
si può definire un ordine totale) la nozione di essere algebrico su A è
equivalente a quella di essere A-definibile1:

Definizione 2.3. Sia M una L-struttura e A ⊂ dom(M ). L’elemento b ∈
dom(M ) si dice A-definibile, in simboli b ∈ dcl(A), se b è l’unico elemento
di un insieme definibile da una LA-formula. Riformulando:

dcl(A) = {b ∈ dom(M ) | ∃φ (x ) LA-formula tale che M |= φ (b) ∧ ∃!xM |= φ (x )}

Osservazione 1. Sia M una struttura O-minimale e sia X ⊂ dom(M ) un in-
sieme A-definibile. Allora, per la definizione di O-minimale X è unione finita
di punti e intervalli. Vediamo che i punti e gli estremi degli intervalli
(se finiti) sono A-definibili. Sia φ (x ) la LA-formula che definisce X . Allora
possiamo definire le formule σ (x ), che definisce i punti e gli estremi sinistri,
e δ (x ), che definisce i punti e gli estremi destri, in questo modo:

σ (x ) ≡ φ (x ) ∧ ∃y < x [¬φ (y) ∧ ∀z > y (z < x → ¬φ (z))]

δ (x ) ≡ φ (x ) ∧ ∃y > x [¬φ (y) ∧ ∀z < y (z > x → ¬φ (z))]

Ne segue che i punti e gli estremi sono algebrici su A. Ma abbiamo già
visto che algebrico su A implica A-definibile in una struttura O-minimale e
quindi concludiamo.

Volgiamo dimostrare che in una struttura O-minimale M vale la pro-
prietà dello scambio di Steinitz:

b ∈ acl({c} ∪A) ∧ b < acl(A) allora c ∈ acl({b} ∪A) (1)

per A ⊂ dom(M ) e b,c ∈ dom(M ).
Abbiamo bisogno del seguente teorema, la cui dimostrazione può essere

trovata in [?MR833697] o [?MR1633348].

Teorema 2.1 (di Monotonicità a tratti). Sia M una L-struttura O-minimale
e A ⊂ dom(M ). Sia f una funzione unaria A-definibile da un intervallo (a,b)
di dom(M ), con a,b ∈ acl(A) o uguali a ±∞, in dom(M ). Allora esistono
a1, . . . ,an ∈ dom(M ) tali che

• a0 = a < a1 < · · · < an < b = bn+1 e a1, . . . ,an sono A-definibili.

• f è continua su ciascun intervallo (ai ,ai+1)

• f è costante o monotona su ciascun intervallo (ai ,ai+1).

1si passa facilmente dalla formula algebrica a quella che definisce un solo elemento
applicando un numero finito di volte formule che prendono o escludono il massimo.
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Procediamo ora alla dimostrazione che in una struttura O-minimale vale
la proprietà ??.

Dimostrazione. Per ricondurci al precedente teorema, consideriamo una fun-
zione unaria f A-definibile tale che f (c ) = b: dalla condizione b ∈ acl({c}∪A)
ottengo b ∈ dcl({c} ∪ A). Esiste dunque una LA-formula φ (x ,y) tale che
M |= φ (b,c ) e ∃!x M |= φ (x ,c ). Definisco

ψ (x ,y) ≡ φ (x ,y) ∧ ∃!z φ (z,y)

Noto che

• ψ (x ,y) è una formula funzionale nella seconda variabile.

• per ipotesi M |= ψ (b,c ).

Ora posso definire una funzione unaria parziale f : dom(M ) → dom(M ):

f (y) = x ⇐⇒ M |= ψ (x ,y)

Sia (a0,an ) l’intervallo massimale (eventualmente a0 = an = c) contente c sul
quale f è definita dappertutto. Notiamo anzitutto che gli estremi dell’inter-
vallo sono A-definibili per quanto detto nell’osservazione ??. Per il teorema
di monotonicità a tratti esistono a1, . . . ,an−1 tale che f è costante o mo-
notona sugli intervalli (ai ,ai+1). Ho i seguenti casi:

Caso 1. c = ai . In questo caso c è A-definibile e, a maggior ragione,
c ∈ acl({b} ∪A).

Caso 2. c è interno ad un intervallo sul quale f è costante. Allora b
non dipende da c e dunque b ∈ acl (A), contro le nostre ipotesi.

Caso 3. c è interno ad un intervallo sul quale f è monotona (de)crescente.
Allora posso invertire la funzione sull’intervallo e ottenere c = f −1 (b). Infatti
mi basta considerare la LA-formula:

ξ (x ,y) ≡ y ∈ (ai ,ai+1) ∧ ∀z < x ¬ψ (z,y)

Notiamo che la sottoformula y ∈ (ai ,ai+1) è una LA-formula in quanto ai ,ai+1

sono A-definibili. Si ha dunque c ∈ acl({b} ∪A). �

3 Dimensione

Seguendo le note [?berardu:2014:Online] abbiamo:
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Definizione 3.1. Sia M una L-struttura O-minimale , siano a1, . . . ,an ∈
dom(M ) e B ⊂ dom(M ) . Un sottoinsieme X di {a1, . . . ,an} è detto B-
generante se, per ogni ai , si ha ai ∈ acl(X ∪B), ed è detto algebricamente
indipendente su B se

a j < acl(X\{a j } ∪ B) ∀a j ∈ X

Infine X è detto una B-base se è sia generante che algebricamente indipen-
dente su B.

Usando la proprietà dello scambio si dimostra:

Teorema 3.1. Tutte le B-basi di {a1, . . . ,an} hanno la stessa cardinalità.
Inoltre ogni insieme indipendente massimale è generante.

La seguente definizione è quindi ben posta:

Definizione 3.2. Sia M una L-struttura O-minimale , siano a1, . . . ,an ∈
dom(M ) e B ⊂ dom(M ). Allora dim(a1, . . . ,an/B) è la cardinalità di una sua
B-base.

Estendiamo ora la nozione di dimensione a insiemi definibili qualunque,
restringendo però la nostra attenzione a strutture ω-sature.

Definizione 3.3. Sia M una L-struttura O-minimale e ω-satura, siano A ⊂
dom(M ) un insieme finito e X ⊂ dom(M )n un insieme A-definibile. Allora

dim(X ) = max{dim(ā/A) | ā ∈ X }

Si dimostra che la dimensione di X non dipende dall’insieme di
parametri da cui è definita.

Proposizione 3.2. Sia M una L-struttura O-minimale e ω-satura, siano
A ⊂ dom(M ) un insieme finito e X ⊂ dom(M )n un insieme A-definibile. Se
B ⊃ A, allora esiste b̄ ∈ X tale che dim(b̄/B) = dim(X ) = max{dim(ā/A) | ā ∈
X }.

Dimostrazione. Infatti, mi basta vedere che per ogni n-upla ā ∈ X tale che
dim(ā/A) = m ≤ n esiste un elemento b̄ ∈ X tale che dim(b̄/B) ≥ m. Per
induzione sulla dimensione di dim(ā/A).

Passo base: Suppongo, a meno di riordinare ā, che {a1} sia la base
di ā. Al tipo di a1 a parametri in A ∪ {a2, . . . ,an} aggiungo tutte e sole le
LB-formule del tipo:

¬ψ (x )

con ψ formula algebrica. Dico che è un tipo: considero una congiunzione
finita di formule. Essendo negazioni di formule algebriche, ognuna è realiz-
zata da infiniti elementi. Se la loro congiunzione definisse l’insieme vuoto,
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passando ai complementari otterrei che

ψ1 (x ) ∨ · · · ∨ψk (x )

definirebbe tutto M. Ma è una disgiunzione di un numero finito di formule
algebriche. Assurdo. Per ω-saturazione esiste b che realizza questo tipo, e
quindi dim(b,a2, . . . ,an/B) ≥ 1.

Passo induttivo Valga per m. Dimostriamolo per m + 1. Sia quindi
dim(a1, . . . ,an/A) =m+1 e, a meno di riordinare ā, siano a1, . . . ,am+1 algebri-
camente indipendenti. Quindi ho dim(a1, . . . ,am/A) =m e per ipotesi indut-
tiva posso trovare b1, . . . ,bm tali che dim(b1, . . . ,bm )/B) =m e (b1, . . . ,bm ) |=
tp(a1, . . . ,am/A). Ora devo trovare b tale che dim(b1, . . . ,bm,b/B) = m + 1
e (b1, . . . ,bm,b) |= tp(a1, . . . ,am,am+1/A). Per fare ciò, considero il tipo di
am+1 a parametri in A∪{a1, . . . ,am} e aggiungo al tipo tutte e sole le formule
di L ∪ {b1, . . . ,bm} della forma:

¬ψ (x )

con ψ (x ) formula algebrica. Ripetendo le argomentazioni del passo base ho
che questo insieme di formule è un tipo (parziale). Per la saturazione di M il
tipo è realizzato da un elemento b e vale dim(b1, . . . ,bm,b,am+2, . . . ,an/B) ≥
m + 1.

�

4 Proprietà della dimensione

Notiamo anzitutto che la dimensione dell’unione di finiti insiemi B-definibili
è il massimo delle loro dimensioni.

Osservazione 2. Siano X1, . . . ,Xn insiemi B-definibili. Allora

dim




n⋃
i=1

X i


 = max

dim(ā/B)
������
ā tupla finita di elementi di

n⋃
i=1

X i

 =
= max {dim(X i )}

Proposizione 4.1. Siano a ∈ M, b̄ una tupla di elementi di M e sia A ⊆ M.
Allora vale

dim(ab̄/A) = dim(a/{b̄} ∪A) + dim(b̄/A)

Dimostrazione. Sia B una base di b̄. Abbiamo due casi:
Caso 1. a ∈ acl(b̄). Allora dim(a/{b̄} ∪ A) = 0 e dim(ab̄/A) = dim(b̄/A)
perché B è anche una base di ab̄.
Caso 2. a < acl(b̄). Allora dim(a/{b̄} ∪A) = 1. Devo dimostrare che {a} ∪ B
è una base di ab̄, e poi ho finito.
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Algebricamente indipendente: si ha a < acl(B/A). Se bi ∈ B, allora se
per assurdo bi ∈ acl({a} ∪B\{bi } ∪A) allora, poiché bi < acl(B\{bi } ∪A),
per la proprietà dello scambio ottengo: a ∈ acl(B/A). Assurdo.

A-generante: ovvio.

�

Osservazione 3. Posso estendere la scorsa proprietà anche al caso di una
tupla ā:

dim(āb̄/A) = dim(ā/{b̄} ∪A) + dim(b̄/A)

Dimostrazione. Tralasciamo per comodità l’insieme A dei parametri. Sia
ā = a1, . . . ,an e sia Ã una b̄-base di ā, di cardinalità m. Riordiniamo ā
in modo che gli ultimi m elementi siano quelli della base. Ora, noto che
dim(āb̄) = dim(a1/a2, . . . ,an,b̄) + dim(a2, . . . ,an,b̄). Iterando ottengo:

dim(āb̄) =



m−n−1∑
i=1

dim(ai/ai+1, . . . ,an,b̄) +
n∑

i=m−n

dim(ai/ai+1, . . . ,an,b̄)


+dim(b̄)

Ma
m−n−1∑
i=1

dim(ai/ai+1, . . . ,an,b̄) = 0

perché Ã è b̄-generante. Inoltre

n∑
i=m−n

dim(ai/ai+1, . . . ,an,b̄) =m

perché Ã è algebricamente indipendente. Ottengo dunque:

dim(āb̄) =m + dim(b̄) = dim(ā/{b̄}) + dim(b̄)

�

Proposizione 4.2. Sia X ⊆ dom(M )k un insieme B-definibile e sia f :
X → Y ⊆ dom(M )l una bigezione C-definibile. Allora dim(X ) = dim( f (X )).

Dimostrazione. Sia A = B ∪ C. Allora X e f sono A-definibili. Sia ā =
a1, . . . ,an ∈ X , c̄ ∈ f (X ) e scriviamo f (ā) in luogo di f (a1), . . . , f (an ). Vo-
gliamo dimostrare che f e f −1 portano basi di ā in basi di f (ā) e viceversa.
Fatto ciò, segue subito dim(ā/A) = dim( f (ā)/A) e dim(c̄/A) = dim( f −1 (c̄ )/A).
Poiché, poi, vale per qualsiasi tupla finita di X e di f (X ), vale anche per
il massimo, quindi dim(X ) = dim( f (X )). Dimostriamo quindi che se b̄ =
b1, . . . ,bs è una base di ā allora f (b̄) è una base di f (ā) (il viceversa è ana-
logo, basta usare f −1 in luogo di f ).
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f (b̄) è A-generante? Sappiamo che ai ∈ acl(b̄ ∪ A) Allora, poiché f
è A-definibile, anche f (ai ) ∈ acl(b̄ ∪ A). Ma, considerato che f −1 è A-
definibile, da f (b j ), per mezzo di una LA-formula, posso definire b j . Per
cui f (ai ) ∈ acl( f (b̄) ∪A) e dunque f (b̄) è generante.

f (b̄) è algebricamente indipendente su A? Sappiamo che b j <
acl(b̄\{b j } ∪ A). Se, per assurdo f (b j ) ∈ acl(b̄\{b j } ∪ A) allora, ricordando
che f −1 è A-definibile, potrei definire f −1 ( f (b j )) = b j con una LA-formula.
Qundi f (b j ) < acl(b̄\{b j }∪A). Ma acl(b̄\{b j }∪A) ⊆ acl( f (b̄)\{ f (b j )}∪A), quin-
di f (b j ) < acl( f (b̄)\{ f (b j )} ∪A) e dunque f (b̄) è algebricamente indipendente
su A. �

Ora possiamo dimostrare la seguente.

Proposizione 4.3. Sia X ⊆ dom(M )k un insieme B-definibile e f : X → Y ⊆
dom(M )l una funzione C-definibile. Allora dim(X ) ≥ dim( f (X )).

Dimostrazione. SiaA = B∪C. Consideriamo la seguente funzioneA-definibile:
д : x 7→ (x , f (x )). Ho che д è una bigezione tra X ⊆ dom(M )k e X t f (X ) ⊆
dom(M )k × dom(M )l . Dunque, per la proposizione ?? ho:

dim(X ) = dim(X t f (X )) = dim((X ,0) ∪ (0, f (X ))) =

= max{dim((X ,0)),dim((0, f (X ))} = max{dim(X ),dim( f (X ))}

da cui la tesi. �

Per ultimo dimostriamo che la dimensione è additiva:

Proposizione 4.4. Siano X ⊆ dom(M )n C-definibile e Y ⊆ dom(M )m. Se
f : X → Y è C-definibile surgettiva e ∀y ∈ Y dim( f −1 (y)) = k, allora

dim(X ) = dim(Y ) + k

Dimostrazione. Sia A = B∪B. Dimostriamo che dim(X ) ≥ dim(Y )+k. A tal
fine, sia b̄ ∈ Y un elemento generico, ovvero tale che dim(b̄/A) = dim(Y ).
Trovo nella fibra di b̄ un elemento generico, sia ā. Allora

dim(ā/{b̄} ∪A) = k

Per la proposizione ?? ho:

dim(āb̄/A) = dim(ā/{b̄} ∪A) + dim(b̄/A) (2)

Allora, notando che dim(āb̄/A) = dim(ā/A) perché b̄ è A-definibile a partire
da ā, ottengo che

dim(ā/A) = k + dim(Y )
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ovvero ho trovato un elemento di X di dimensione k+dim(Y ). La dimensione
di X è maggiore o uguale della dimensione di un suo elemento: dim(X ) ≥
dim(Y ) + k.
Dimostriamo che dim(X ) ≤ dim(Y ) + k. Sia ā ∈ X un elemento generico di
X . Sia b̄ la sua immagine attraverso f . Ovviamente ā appartiene alla fibra
di b̄. Da ??, ottengo

dim(X ) = dim(ā/{b̄} ∪A) + dim(b̄/A)

Ma dim(ā/{b̄} ∪A) ≤ k, quindi

dim(Y ) ≥ dim(b̄/A) ≥ dim(X ) − k

che conclude la dimostrazione. �
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