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Esercizio 1. Vero o falso? Se [JX € ON, allora X C ON.
Soluzione: Falso. Basta prendere X = {{0,2}, {1}}.

Esercizio 2. Determinare i primi tre ordinali o con la seguente proprieta:
per ogni X C «, il tipo d’ordine di X & uguale ad a oppure il tipo d’ordine
di a\ X & uguale ad a.

Soluzione: I primi due sono 0 ed w. II terzo & w?.

Esercizio 3. Quanti sono gli ordinali o < wy tali che wa = a7
Soluzione: Sono ¥p, ed includono tutti quelli della forma w®™® con
r < wiq.

Esercizio 4. Sia f: PR — PR una funzione tale che f(A) C A per ogni
A C R e l'inclusione ¢ stretta se A € non vuoto. Definiamo per ricursione
sugli ordinali Ay = R, Aq+1 = f(4a) € Ay =) A, se \ & limite. Per
quali ordinali @ & possibile che A, # (17

Soluzione: Per gli o minori di (2%)*. Infatti, visto che f(A) ha almeno

un elemento in meno di A (per ogni A non vuoto), si vede subito che per ogni
Jr
)

a<A

a di cardinalita superiore a |R| (ovvero a> 2%™") dobbiamo avere A, = 0.
Viceversa dato un @ < (2%)* non ¢ difficile costruire una f tale che A, # 0.
Ad esempio se o = 280 4 w, posso identificare R con l'ordinale 2%0 4+ w + 1
tramite una bigezione e per ) # A C 2% 4w + 1 posso definire f(A) come
A privato del suo primo elemento.

Esercizio 5. Vero o falso? Sia X C ON x ON e supponiamo che («,0) € X
per ogni & € ON e che se (z,y) € X e (y,x) € X allora (z,y +1) € X.
Possiamo concludere che X = ON x ON?

Soluzione: No. Basta prendere X = ON x{0} Uw X w.

Esercizio 6. Sia X un insieme tale che w; € X e per ogni insieme finito
A,se AC X allora A € X. Quale ¢ la minima cardinalita possibile di X7

Soluzione: Numerabile. Basta prendere X = |, -, X, dove Xy = {w1}
e Xp41 € linsieme delle parti di X,.

necw

Esercizio 7. Sia (A, <) un ordine totale con la proprieta che tra due punti
qualsiasi di A esiste al pit una quantita numerabile di altri punti. Quale &
la massima cardinalitd possibile per A?



Soluzione: La risposta ¢ X;. Infatti se prendiamo come (A, <) I'ordinale
w1 abbiamo che tra due punti di A esiste al piu una quantitd numerabile
di altri punti. Questo mostra che la massima cardinalita possibile & > Nj.
Per Daltra disuguaglianza osserviamo che possiamo scrivere A come unione
strettamente crescente |J; gz, y;] di intervalli, dove 8 ¢ un ordinale (basta
considerare la cofinalita di A rispetto all’ordine < e all’ordine inverso >).
Per le nostre ipotesi ciascun intervallo [z;,y;] € al pit numerabile, e quindi
|A] < |B] - Np. D’altra parte [ ¢ sicuramente < wj, altrimenti troverei
un intervallo che contiene ¥y dei punti x;,y; (basta considerare I'intervallo
[25, y;] con j = w1).



