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Gutegraziano su supafici

- super fici K- dimensional wi Rd

- integrate (e misuse ) su super fici

- K- forme , uitegvazione di k- forme see sup . ,

Texoma di Stokes
.

Defiuizione

Tata fi re IRK → IRD di Classe C'

,
e

apevto
dato ter

,
il differentiate di f in X

e- I
'

application lineare dxf : Rk→ Rd

associate aka matrices Of ex ) .

Lo sviluppi di Taylor di f wit al primo Ordine e-

fcxth ) = felt d. f.ht och)

Defiuizione

Siano IS k s d e m - 1,2, . . . . , es .

[ c Rd E una superfix (senza bordo) di dim .

K e Classe em se tf x E [ esistono

° U uitoruo (sempre apart) di x wi Rd



o G : D aputoui Rk→ Rd di Classe cm tic
.

o ¢ (D) = En U ( ¢ parametrize Eno)

o lo : D→ EAU E un omeomorfismo
,

o Dolls ) ( o equiv . ds¢ ) ha Dugo Massimo

( aoe k ) in ogui SED . 9
Cioe ¢ E una parametrized one vegdare di Classe

cm di EAU
.

Yu attire parole E E una super free se ammeter

localmate Uma parametrizes one begotare .

Ossero.

o Se E E una sup .

,
En A E una sup .

VA apart .

• Se k =D
,
E E una superfix se e solo se

E un apato di IRD .

• La defiuizi one sopra Corri spondee a quells di

Sottooavieta " embedded , di Rd .

Prop .

Tati K
,
d
, we come sopra , EC Rd , x c- E ,

Sono

faut
'

equivalent :

a 3- Unit
.

dix e lo : D→ EUU param . veg .

di Classe cm
.

T
apart di IRD

t
.



o Z U wit
.

di X e g
: U→ Rd -k di classe cm

t
.
c

. Og Cx) ha rango wax . (Cio d- R) in ogni
x E O e E no = g-

'
(o ) ( eioe Env e-

definite claw equazi one gcx)=0) .

o F U uit
.

di X e k : Rk→ IRD-k di dasse cm

t
. c .
En U = Th n U dove tee e- it grofico

di le ( aoeudo ideutificato Rd con Rkx Rd
-k

opportunementee ) .

Esaupi

a Sld - I e- una super-pice di Classe definite

doll
'

equazi one 1×12=1 ( cioe Bd
- I
= g-

'
co)

con gcx) : = 1!1 -

°
!

non appeartiene a [ E E una euros
.

↳
E hen e- una Curva auche se

ammette una parametrized
'

one

bigetters g : [o, i) → E di Classe

co con -81=0 .

Pendie 8 men e- an omeomorfismo .



o Ie disco Die { (x, y , o) : Naya < I } E
una superfix in 1123

, ma D- ={ Cx, y , o ) i

x4yL SI } men lo e-
.

D- E un eseiupio di super fiee Con bordo
.

Defiuizione

Tata E supevfice come sopra , to :D → EAU

parametrizatione negdare , the EAU lo

spaziotaugeute a E in x e-

Tx E = Tank , x) is Iuefdslo) con si=oTkx) .

Ossevo
.

c se g : U→ Rd -k defiuisee un
-

equazione per

E allow Tx E = Kev (dog ) ;

86) : f : G, 8)→ [ earnmine di
° Tx E = { classed t

. c . 80) -x
}

o Nei di segui si disegwa it soltospazio affine
++ IE e non IE

'

+ + IE
O

×
E



Defiuizione

Data E come sopra , f : E.→ Rd
'

E una

Mapps di Classe cm
'

Cen m's 1
,
. . . , nu se

fo ¢ e- di Classe cm
'

V G : D → E nu

pardue . regdave .

Ossevo .

o f E di classe Chi se e solo se ammeter

un
'
esteusione F : A! Rd

'

di classe CW

per un quale he aperto A che contieue E
.

o se lo : D→ EN E una paraw . vegdane
allora l ' uiveusa OT

'
i EAU→ IRK e- di

Classe cm
.

Defiuizione

Date E
,
f come sopra ,

XEE
,
it different .

di f wi x e- la nappa lineare dxf : IE→ Rd
'

data da

dxf : VE IIE to (fo8)
'

co) E Rd
'

"

801 an g : Cgs )→ E

Caminho C
' t

.
c . Nofx



Ossett
.

- La defiuizione e- ben posta ( mon di peude

della seelta dig ) .

o Se F : A → Rd
'

E un
'

esteusione dif

allora d×f = vestrizione di dxt a IIE .

( Alteuzione dit dipeude dalla see Lta dit

- la restrictone di dxt a IIE no ! )

• Data f : E→ E
'
con E

'

super fee in Rd
'

allora Iuecdxf ) C Tf E
'

e quiudi

dxfpwo-esse.ve vista come Nappa di

Tx E a Tf E
'

.



Passo Oro alla defiuizione di luisurd (di

Lebesgue) see spazi K- dimensional e poi su

supevfici K- dive .

Defiuizione

Dato V Spezia vettoriale di dive . k con

prodolto sealane (definite positive) (Caso

porticolane :
V soltospazio di Rd ) ,

la mi suis (di Lebesgue ) su V , on , e- quells

data claw identifiedzione di V con IRD

tramite la Seeta di una base ovtonormale

@ I , - - -

, Ek .

eioe post lo : Rk→V , lo : Rts § xiei ,
pongo Gr CE ) = I

'
(E) / per ogui E

misusebile
,
a'OE t

. c . I' CE) C- Ilk
.

Ossevo
.

a defiuizione di Ge mon di peude della

see Lta della base
.

Data wi a Hrd base E
,

. . . . , En e OT .

ho

che OT
'

CE ) = OT'd
'
CE ) ) e f :

'

ol
E l '

applies .
lineate da 112k wise associate

aka Matri ee di Cambio di base M



e ME Ock) quiudildettfcxy-lde.tn/--b ,
arvind

ice, , = I e.COTTEN
q IOTKEH

teovaua di Cambio

di variable uegei
integrate

Definingone

Tati V
,
V
'

spazioettoriali con pnodolto sealane

di dimension K
,
A : V→ V ' U'heave

,

defiuisco

Hetty is ldet MI

dove M E la matrices associate a A

daka Seeta di due basi ovtonormah
'

di V e V
'
.

Allora H E C V ruiswrabiee

GIVE)) = Hetty . once)

(segue dalla defiuizione della rue'suna sie V

e su V ' )



Ossevo
.

Idet N mon dipeude daka Seeta delle

basi su V e V '
.

Non posse definite det A come det M ,perched
segno di det M dipeude dalla Saltz delle

basi su V e V ' .

Defiuizione
Tati V

,
W spazi con pnodolto sealane non

necessaviaureute della stessa dive
.

,
e A : V→W

lineane pongo V ' is NV)

erkin

ldetnl : = {
O se dem < k

,

come sopra se dimwit - K .

(aod diw(Kern)=0)

Yu partialare /detN=o # rk(A) Ck ,
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Prop .
I

Sia n i IRK→ Rd lineare e sis N la matric

dxk associate an Ctnauiite le basi canard che di Rk
,
Rd )

Allora
ldetME det@TN ) (s )

= ECdetCQD2 (2)
! minor
kxk di N

YI vautaggio di guest formule per il Caicedo di

Hetty E che mon richiedono di terrae una

base ortonormale di Iucn) .

Dive
.

(1) Assume Che rk (A) = K ( lasoio a voi il

case rkcn ) Ck ) .

Thendo e , , . . . . , er C-
Rd base Ortonormale di IWA)

,

M matrices Kxk associate a n da questa
Seeta di base per Iue (M e daka base

Camonica per IRK ,

Judice con B la matric dxk Car Colonne

El, - - - , er .



Allora

N = BM

e quiudi

det (NTN ) = det(MtBt BM ) = det (Mtm ) = @letMY
-

"

J

Perche le Colonne di B
= Heth12

Sono vettori ovtononuali

(2) Segue dalla formula di Binet generalizeata

che Vediaueo dopo .

S&W
.

Se ¢ , ①

←apettodi IRK

→ V E una paraun . Eeg .
di VAU

allow
← Soltospazio K- dim . di IRD

GCE ) = f ldetds.IO/ds-VECVnU
EYE) misuvsbiee

Questa formula e- Semple
'cement la formula di

Cambio di variable megei integral .



Def . Data E sup . R- dim . di Classe C '
wi Rd

,

dice che E C E E R- tvisuvabiee se OT
'
(E)

E uiisunobiee ( Secondo Lebesgue) per ogui
01 : D! EAU Param . regdare .

Prop .
2

Data [ come sopra , esiste un
' Unica Misano

Gr ( definite sui soltoiusieiui K- misur . di E )
tale che per ogui ¢ : D! EAU param . reg .

Vale

(3) Grace) =/ Idetdsolds HE CEN

OT
'
CE)
- k-miserable

! !

Joles)
comment

• Gn E la misur di volume K- dive . see E .

• Joles) : = Idetdsol e- it determinate Jacobian

di lo ai s e soddisfa (Prop .
I )

Joles

.is/detdsol=VdetfTtocsl.0ocsD=VECdetCQD2QmiuonekxkditloCs
)



o La misano on ha una defiuizione uitrinseea

( che mon dipeude della parametrizeziaui )
come Misano di Hausdorff k- dimensional .

(Quest men to faeeio vedette . )

Dim
. ( traceia )

Passos : costvuzione di G .

Pneudete Oli : Di→ En Ui famiglia num .

di param .
t

.
c . Y Vio E ; preudete (Ei )

pavtizione di E t . c . Ei C En Ui
,
e ponete

Grace) = E f JoliG) ds V-E CE
"

9-Kensei )
niisubbiee

i

Passo2 : diuuostrazione di (3) .

se punto chive e- far vedette che date

of :D→ EAU e OT : D→ EAT param . veg .

e dato E C En Unf misurabiee
,
allora

(4) ftocslds = JJOTGY DE
F : - TOKE) F:#"CE)



Per diueostrave (4) panto da ¥461 ds e
apple.co ie Cambio di vaviabiee S =gC5)
con g : D →D data da g = too ed

applier la formula di Cambio di variable

per gli integrate
'

vista in Aualisi 2
.

Cor
. 3

Data ¢ : D→ En U paraueetrizzazi one di E

e f : Env→ Ears] uitegrabieenispetlo a 6k
allow

(5) ffcxldqdxl = If Cs)) Joles)ds
EN D

Dieu .

(5) Vale se f E seueplice ( per la formula (3)
hella Prop . 2) e poi si estende per appross .

a tutte le f positive , etc .

Dev Caleolave fgf done e GKCE) convene

Cesare nappe lo che rien Sono esattain .

para metvizzazioui .

Vale wi effete
' il segueute visultato :



Prop . 4 ( Formula dell' area)
Tate E

'

,
E sup .

K - dimensional
,
D apart wid,

¢ : D → E di Classe C '

,
allora

§ #4%1 dqdxl = f Joles) dads ) V-E CE

# EKE)
hnisunbiee

Misano di E
e con moltepeicita

{ fix) . # I'M dqcxt-ffkksDJocsldq.es)
tf :{→ Egos]
uitegrabiee

Ossein
.

Yu partiedare
,
delto N { x : #OT'm > I} , se

①
'
(N) ha uiisura hella allora

Gale ) = Stoles ) dads ) ht EC QCD)
⑤
' CE)

e

f f da , =§f Cst) dolls) dads )

QCD) ff . . . .

Ju poche parole , mon E necessaries wsave param .

per cakolave Get ) e ffd6k .

Oneto la diueostrazione della Prop . 4 .



Eseuepi

1) Parametrizeeine di Sld tonite coordinate

sfeviehe .

Sia ¢ : Rd! Bd data da
d

old Kb - -→ doll = !.co?giiseu4cosaaiseua,seuaacosg , . . .
j end ,

. - - - Sendak , cos xd ; Sean ,
. - - Hudd)

Defiuizione ricovsics :

o f
,
(a) = (Cosa , Sena , )

o Otaki, -my ad ) = ( Cosa , Shea ,
. old
,
Caz

,
. . .

.

, xd ))

Si diuiostra che :

° ¢ ( GMT
#
x [o, zig) = Syd ; p

lo pud essene

d
usata per it
Caicedo degli

° Old e- inieltiua see (0,1T)d
- '
x (O, za) ; uitegr . su Bd

o told CN = deux , cseuxzld? . . . (Sardou )
'

,

in particular dado, ha rango Massimo per

ogui AE (O, IT)d
"

X [0,24] .

d- I↳a

0¥, =/
'T 't f

- - - -

Is

cosa , adit
,

seu
!
O Id



Hold .iq/,=f-seu4cos4#
- sena , o

O said
, Pto

,
Cosa , doth, senator,

I 0

"- in
Saida ,-1054,1%12 send , cost , old

-Pole,
=

seek , Cosa , ft said , Ptfe
,
told,

ossevvo che 1%1=1 perche old, ha uslori wi Bd
- '

,

e devivaudo I look
,
12=1 otteugo 20/4 Told-1=0 -

I 0 Is
=

O sainthood
, µ- I

→I

Qwihdi I d- I

cold) detmold = @aint
"-"

4%5

e per iwduzione

told = (seam )d
- '

(seventh . . . - Canada )
'

.



2J Parametrize. di Rd con coordinate sfe riche

X = 44, a) is p 0¥21

f E Costco )
,
XE Eo, it]d

-

2x [o,za]

OT

( y e- iuielteva su (o,to) x (o, IT)d
"

x (O, 2K) )

JUICE , a) = pot ' Jfk ) = ed
- '

(Sena , )d? . . (seuadd '

Jufdlti

04 ,

white colonna

Quinn
. ⇒¥911

:

one .ae/e*olllotle04
is no

' to:O,
Quiudi

µy¥ detcvty 04) - e"
-" det 001=601-445.



3) tissato p - o, yet ) =p lot ) = 44,7
parametrize e Bd

- I
= 2130, p) e

JuleK ) = Pd- ' Jfk ) = JUICE, a)
T

Vale solo perched
parametrized la sfeva

Me allow

¥
,

nfcxldx = ! ! fake,xD Juice, a) da de

%: Ee:# { (

go.fcyecaptyecaldalde-%Ba.nl#d6d-iCxl)dpDiwostrazioue
alternative : parametrize Rd con

g : Io, too) x Sd
- '
→ Rd

, g : Cp , y)l→ pg

Faeeudo i anti si seopre che Jgcp, y ) =p
't '

e quiudi

Bff
,

d ' - 1¥?ceded-'dawn ) de
= Sjofscggxl doomed ) de .
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K- cooetlori e k- forme

et seguito V E who spazio Vettoriale
,
d is dimly ,

Def

x i Vk→ IR si dice K- lineare alternate

( cioe a e- un k- cooeltove su V ) se
(i) x e- lineare in ogui variable ;

Cii ) d e- alternant
,

cioe task = { permutes . dig, . . .,k }} hole

x (key, , . - . ., Iggy) = Sgu NO, , . . - ik)

Pongo
AMV) :- { a K- ein . alt. suvk }

= { K- coveltori su V }

Nah
.

- IR



Ossero.

I (V) = V
't
= dude di V -

- matric kxk con

- Colonne Vi
,
- - Tk

. Hi , . . . . .vn/tsdetfv, I . . - Ivie)
e- K- eineare alternate su IRK

o Cii )# se scawbio Vi con Vj (couitj ) it Valone

di a Cambie segno .

• Cii ) ⇒ se vie Vj (con its't ahora aah, . . . ,onto,

o se Oi
,
- -

→ Un Sono lineament dependent

allow a (Vi , . . - , Va) = O . ( Vevifieatelo ! )

o AKCVI = { of se k > d
.

Def
. (Pull- baek di un k- coveltore)

Data T : V'→ V linear e ne MCV)

ie pull- back T
#
a c- 114W ) e- data da

# (v,n ) = a (TV, . . . . ,TVu)
in

(V ')k



Def . ( pnodoltoestevuo)

Tate x , E MCV) e a. EM CV )
,

it pvodotto
(esterno) x , Ada E Ak

"" (V) e- definite da

ahh ( Vi
,
. . . . Um

.im/i-Esgul6)dfVfqy---.,Vqq)d2(Vqa+p----iVcitky)k¥41
. GE Sheiks

distrib
. !

Props V
Je pnodoto A e- beer definite , associative e

anticommutative
,
eioe

Azad , = C- 1)
Kk
Haq

(vevifieateloj I
' associative

'

ta dipeude daka Seeta

del fathom r.iq ) Se d C- AYN ) cark- despair
'

A. AK -O .

Basi di V
,
Vt e MCV )

Fisso Ce , , . . . , ed ) base di V
.

Indices con Cei , . . . , Ed) Corri sp . base dude

cioe Is base di V *= NV) definite da

( ej ) - Si ; {
I se i=j

o se itj

Cioe e*i = coordinate i - eSima di v
.



Pongo

Scd
,
k) = { I = Cei , . . . , in) : Isi , size . .- insd}

In
multi - indice

Per ogui I E Icd, k) pongo

ei = etc
,

n e all . . . . net C- MV ) ;

Ei = Cei , . . . . . , ein ) C- Vk ;

e peu ogui A matinee dxk pongo

Ai = minor di A formato
delle righe is . . .

,
in

Prop .

I

e Cv, . . . ., Va) = detCAI )
dove A E la that ice delle coordinate

dei vettori Q
,
. . . .

,
Vu Cioe Aij = Ei (Vj )

= word .
i - eSima di Vj .

Yu partiedane EI (ej ) = Sig par che

Ai ha una Viga weka se Ifj e Aj = I .



Dim
. Graecia)

Per uiduzione Suk : appeicaudo la def .

del prodolto ei = ei , he can i. ( is . . .

,
in)

obteuete la formula per lo soieeeppo di

det (Ai ) re'spelto alla prima riga .

lemma 2

Se Nei ) so Vic Eddie) allora 2=0 .

H

Heil , - - i , ein)

Quiudi se Neil -- Ice is ) VI allow 4=2 .

Dive
.

Passo 's i Hei
, ,

. . . . ein 7=0 this
,
-

→
in C- { I, - - yd}

( ipotesi Heiko VI t alternausea )
Passo 2 i t ( Vi

, eiz , . . ., ein)=0 Vv, EV,
e's . . > int . - -

( lineavita nella prima var. )
Passo 3 i d (Vi , Vz , eiz , . - yeah)=O Avi,KEV, is,. . .
etc

.
etc

.



Prop .

3

{ e i ke 561,4 } e- una base di MCV) .

Yu partialare ta E AHH vale

x = § Neil
11

Hey , - - -sein)

Dein .

Tosto I & Neil Ei ho che

Ice;) = § Heil e = aces )

e a = T per it leuuuaz .
8
I

[ uidip . lineate di { e } segue da e Cej )-8% .

Cov
. 4

dim ( HCV ) ) = {
° se k s d

# Icd, k) = (da ) se k Sd



Trop .
5 ( formula di Binet generalizeta )

Date A
,
B E Rd×k con IS K Sd allots

det (Btw) = udet CBI ) det (Ai )In

IRKXK

Yu

pavtieobnedetCAtAls-E@etCQD2QmiuovekxkdiACcf.ca
ralterizzazione di Klett I con

T : Rk→ Rd lineate )
Diu

.

Pongo Noi , . . .ie/i=det(Btp, ) per Vi , . . ,vnERd
matric di Colonne

Allora a C- Akard ) (verified-661 . Ui
,
- . . .vn

Allora por la propos .
3

Nui , . . - ion ) = § Neil . e Ah
,
. . . .vn)

--
H 11 ← Prop .

I

det CBE ) delta)
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Orieutazione di V

Tate due basi (e , . . . . , en ) e (Ei , .
. . . .

,
Eu) di V

dice che hanno Id stessa ovieutazione , e

sevivo

(e , , . . . ., en) n (E , . . . ., etc)

se la matric di Cambio di base hadeterne
. So .

~ e- una veeazione di equivalent

[e , , . . > en] indeed la Classe di equiv .
di Cei

,
. -yen)

Ci Sono solo due class i di equiv .

,
delete

ovieutazioni div .

Date og , . . ., Va wi
Rd pongo

voecu
,
. . .vn/=VqfkCR)

Gk

dove R E it
"

edt
.

" generate da Vi. . . . , Un
cite

R { Eirik. I a-Hi , . a) c- Laid}
⇒



Prop .

6

Sia a E Akard ) , V sottosp .
R- dive . di Rd

con base Orton ornate eh - - - lek '

matric dei coeff .
Allora tf Vi , . . . , Uh C- V divi resp . a @ i,

. -yen)
t

(b) a (Vi , -n ,Va) = Kei , -→ er) det (A )

e

⑦ det (A) = I Volley , . . .,Va)

dove it segno Et se CK , . . . ,Va ) ha to

stessa oriaetaz .
di Cei, . . . ,en) e attrimeuti

e- - ( se Vi
.
. . >vie Sono liu . dip . det(A) =

= uol.CM
,
. - ik) -o) .

Dive .

(b) segue dalla prop .

I
.

(2) segue dal facto che

Volta , . . ..vn/=voefR)--voeaCo/CCo.Bhg=ldetA1

Je punto E che Noi
,
. . ..vn) dipeude solo

da Volta
,
. . . .vn) e daw orieutzzione di

@ ,
. - - i
, Va) .



Notazione per K- cavettori wi Rd

Su Rd
, Cei , . . ., ed ) wide'ea la base Camonica

a base dude @is . . . ,ed* ) si indica con

dxi
,
. . - , did

( effeltevameute EF : xtsxi coincide een

ie differentiate della fanzine XM Xi )

Sevioiaiuo andre dxi at post e the Icd,K) ,

Eseuepio di Calcote

x , = dx -1 zdxz E N (Rd)
x = 2 'd x.ndxz - dxzadxu E NARD )

Allora

x , Ada = (dxitzdxe) nczdxindxg - dxzlldxa)
O
N

=

2dxmdxindxz-dxiadxzadxa-hdxzndxindxz-2dxzadxzhdk.ro
= - dxindxzadxu - a dxihdxzadxz .



Orientazione di una superficies

Tata E sup .

K- dive . wi Rd
, uh orieutaz .

di E E Wea
"

mapper
IE

X E E t [TC)]
base di Tx E

4
Si chiede che l ' orientate . Sia continua

,
.

Quest creed dive che f lo : Do → EAU param .

regohove hole Rk

[ds¢Ceds0Cen)] = Leica, - - -said] USED
base di TxE Con a- 0/61

oppuve

[dslocei ) , . . . , dsloleu)] f Leica, - - -said] USED

Nel prime Caso dicioccio che of preserve l ' Orient
.

Mel Secondo dieiauo che lo iwate l 'Orient
.



ELLYN¥e e orient
.
continua

xx) di E

44,9 I→↳
→ e Orient

. men←

E continua di E

←2

← E
"

nfioeobiudsi
.

E non ammette alema ovieutaz .

continua

(
"

men E orientable
,)

k=2
= 152 = sferd

E mon ammeter alam Campo di Vettori

tangent e che sia Cenntiuuo e to .

Ma E orientable

e , e Ez
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