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Disuguaglianza di Heisenberg
Data we L2 CIR ; Cl) t.c.HU/lz- I

, pongo

f : -- tuk e f is ¥, tuk .

Allora f e f Sono distribuzioui di probabilities seek .

C- (e) = pcxidx = fax tucxsldx ,
Eff) - fry Faddy = ¥, f y 1%12 dy ,IR

var (g) = f Cx- EG))2µxy2dx ,
R

Varley =ftp.cy-EHT/2lucyH2dy.Domaudaipossotrovave
re t . c . Sia f che f

Sono
"
E- concentrate

,
eioe Vance) evarcp) SEZ ?

Ossevvo che se provide Us = gf left) attend

fs = Ggp e var ( pg ) = 82 varf ) .

Ma faeeudo i anti si oltieue Vaults ) = # Varley .

La visposta alla demands sopra e- negative per
E qualuuqevei



Teoreueab

Date u
, p , F come sopra Vale che

(b) Vance) . Varg ) It
4

'

Quest E un corollaries del segueute :

Tarawa 2 (Disuguagliauza di Heisenberg)
Data we L2 CIR ; e) hole che

(2) Haulk 11 yolk Efg Hallie

Yuterpretazione fisica di (1) : se p E la distrito .
di

probabieita della positioner (di una partially , F
E la distrito . di probabilist della oelocita

. . . .

Dine .

Torana 2 per week CR ;e)

a diwostrazione per UE L2 (Ric ) si fa per

approssivuazione ,
ma e- delicate - prooateei .

[
iyasu

Hxullzltyullz = Hxulklhillz

Plan chevet → = Ra Hxullz Heinz

Cauchy - Schwartz → I FA K- Xu; ie> I



I Fa Res-xu;D

tuk - art ⇒
= - Fi fµx Kelani ) dx

Clum 's re . ritu .ie

= 2 Kelani) →
= - 2M ftp.xfluzI)

'

dx

integrase . por parti → = - Ra 1×14-22 !!btEfplUIdx
U ha supp . comp .→ = TEL Hultz .

Dive
.
Teoraua I

Sostitueudo U Cen e
a
Nx - b) Cen a e b

opportune
'

ai si ri conduce al cases wi wi

p e f hanno valone alteso hello .

Ice Tal Caso

Varg) = fxzlupedx = ltxrellz
e IR

var (f) = Iq, f y
' tuk dy = Iq, 11yd HE

IR

e (2) da

Vance) . Varg)=¥, I Hultz = Iq

eoreuea 3

'

uguaglizuza lie (2) hole se e solo se U =

distribuzione Gaussiana con V. a
.
O

.



Idea della diueostrazione

Nella diuiostvdzicne di (2) Ci Sono solo due

disuguagliauze :

H-xullzllu.lk 9 Is-xu; ie> I % Res-xu; ie>
T
C

.

- S
.

Per aveue = in C
.

- S . serve che esista aEet. c .

ie = - axle
, per aware = nella seconda disug .

serve one 0=5we C-xuii > - Iue (a llxulk)
cioe Sued-0

,
e ReGxu

,
're> 90, a'OE 230 .

Cioe vale = lie (2) Sse Fa c- Rt t
. c .

ie = - xxu

e le soluziaui re di questa eg . Sono le

distrubuzioni Gaussian een v.a .
O

.



uuzioni armOniche

Dato r aperto di Rd , d42 , U : r→ IR di Classe CZ

il laplaeiaho di U e-

Du
i
:& = tr (Fu) = dir (Ou)

Nota : data e .
.
. . .

,
ed base Ortonormale di Rd

de che Ou = :& 82dg . Vevificatelo !

Eqeeazione di Laplace : Ou = O .

Equazione di Poisson : Ou = f een f data
.

Def
.

re : r- IR di Classe CZ si dice armonica se

Du =0
.

Ui r→ IRN di Classe CZ si dice armorica se

ogui component di n E armorica
.

Notazi one

Xd : = Vold (Tpd ) .

11

BAI ai Rd

Cd : = Vogt , ( slot
' ) = dad .

ii

ODD



Got, = misuse di volume d- I dimensionale su

Oguri superfine tegolave didimensioned
- i wi IRN - la usiauio solo per le

Steve vie Rd
.

Defiuizione

Tata n i r→ IR continua e x Er
,
dico che

re ha la proprietor della media sake palle

centrale wix se

ucx ) = f re dead =£, f ndGd
(Mtf ) BOH BA.rs

Yr >okc . Bcxorjcr
.

re ha la proprietor della media sake Steve

Centrale mix se

ucx ) = f re do = 1- f n dat ,d- l card-1
(Mtf ) OBGr) dBA,r)

Vr >okc . Bcxorjcr
.

Iufiue re ha la propr . della media sable palletsfare
se ME hole ther / Msx hole tfxcr .



Prop .
I

ata re : r→ R continua
,
xer

. (MB)⇒ (Msx) .

Nel seguito pantera seeuplicemeute di propr .
della

media senza ulterior i speeificazioui .

Tear
.

2

Data u : r→ IR di dasse CZ earmonies
,
allow

u ha la proprietor della media .

Teor
. 3

Data u i r→ R continua e con la propr . della

media
,
allora u ECO ed E armonies .

Corollaries 4

Se u e- armorica allow e- CO
.

Per la di mostnazione sevoono alone formule pin

o memo note '

cyzd
• data re : 13¥→ R continua Copp .

Lb ) vale che

¥.ru,
d'd =/ judah) de

Diueostrazione per D=2 via coordinate palani .



Per d qualeurque si asano le coordinate Sferiehe :

ogui x E IRD si rappresents come

x = (r cost , , rseua.cosaz , V Sena , senators , - . . . ,
✓ sena ,Slutz - - - Sardou )

con r 70 , OS di , . . . , dah, S
K
,
O S Xd S 2K .

Se applies questa formula on 12=0
,
b- I
,

U =L

olteugo Xd = GI .

o Data M : OB Cx
,
r)→ IR continua (Opp .

Lt)
hole che

£
,

Goh =

rdtgf.it#rz-3dqhczjDiueostrdzione
via coordinate sfeviche .

Dim
. Proposingone I

(Msx ) ⇒ (MPD

B¥rY d&d =/ pm dah ) de

(Msx)→ = forCdfd
- '
next dp

= Cd tf UCH = Xd Vd UH) .



( MB ) ⇒ (Msx)
(MPx)

④ adrd need ¥
B
!!Y,

dead = !!! dah) de
÷

Ossorio che hcp) = pd
- tf next ez) dz

e- continua
.

Sid-1

Basta far vedeve che p ↳ f next ez) dz
E centimo per come . domin .

Slot'

Quindi posses device (*) Eispeto a v e

olteugo
dad Vd- I re Cx) = hcr)=/ he day .

-

Cd OB r )

cioe (Msx ) .
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Diuiostriamo i teoneuii 2 e 3 enunciate
'

hella

lezi one precedent .

Come at solito r C IRD e- apart e n : r→ IR
.

Lemma 5

Se rueCyr)
,
xer

,
R : = dist (x

,
re )

,
allow

h i r↳ f n dat ,
dB Car )

e- beu definite e devicebile su Lo, R) e

Ou d&dfilm = catch IBOM
Questa E la formula chiave !

Dive
.

Scriver has come

Wr ) = If MCXTRZ) dah
,

Cz) .

Cd

Bd- i

Siccome il dominie di uitegr . Slot
'

mon dipeude da r
,

posses apple
'

care it torana di devivaz .

dell' uitegr .



h'Cr ) = ÷, $1,. . ( nextRED

dod.im/prodoltoscalaveiulRddatozesd-
I

=⇒d. ,

Tu (xxrt) . 2- door
,
H)

la normale

estErna Hz)

coincide conz
→ =

Cd {d. , TUC# rt) . Ht) dqh.cz )

teoveeua della→ = div (Tuatha)) dz
divergence

f z

dik. = diveugeuza
Dd

vispelto alla var . Z
= Icq↳ r . DuCxtrz) dz

= Clara- i f Ou d Ed .

BG
,
r)

emma 6

Data u : r→ R continua in un Certo ter
,

allora

UHH Yo !,rYdkd=fjmo¥rYdEh '

La dimostrazione fatela por esevcizio .



Dim
.
teoveeua 2

Diueostvo che u ha la propr . della media suuesfere .

Dato XER
, pongo ( come nel lemma 5) .

her ) ie f U dat ,
Allora

OBER)

• her ) UG) per il lemma 6 ,

o h
'

Cr ) = 0 per
it lemmas ⇒ her ) e- costate

,

e quiudi Wr) -UH tr tic . BERT Cr
,

cioe vale (Msd .

Jim
.

teonaua 3

Tiueostro prima che UE Cr) .

Caso1 : b- Rd e re E liuutata

Treudo g E CE (Rd ) t. c .

o ee e- radiate ,
cioe 41×1=94×1) een g : IRS IR

,

° b = SpflG) dx = [Card- ' Ocr ) dr .

Allora U* of e- bae definite e G .

Per ceneeudeve diueostvo che U = U * 6 .



Iu effete

re * g Cx ) = fu Cx-y ) Ky ) dy
IRD

2- = -y→ = ↳ next z) 942-1) dz
9C-2-1--9424)
formula → = fo

"

# comment) dad. Rr) drriehiamata

hella lez
. pree .

as

propr . della → = f card- ' Uk) Fcr ) dr = UG) .

media sake o T
sfare ftocdrchgcrldr -- I

Caso 2 : re U quakehqui

(Tvaecia)
Preudo A apevto t. c . I c r e A- e- compalto , e

diwostvo che U E su A
.
. . .

Pneudo S t
.
c . At 130,28 ) Cr

.

Phaedo y come sopra con supply) C Begs) .

Pongo
neg , {

next se x C- A -1136,8)

O se x ¢ At BCO, s )

rt e- definite su Rd e liuiitata ( perche n E

continua e At BCO, 81 e- compalto CR ) .



Allora Te * of E ( Rd ) e re - ri#4 see A

(stessa diiuostvdz . del Caso 1) .

Dimostho oho che U E armonica .

Dato ter Sia Ris dist (x
,
re ) .

Siccome u ha la propr . della media (sake Steve)

her) := £ Uday ,
E costate su [QR)

OBGr )

Quiudi O = h'Cr )
=p claret, f

ou deed
.

leuuuag
Beer,

Quihdi O = f ou dead → DUG) ,
r→o

B.Car ) p

e quiudi DUG)= O .

lemma 6



Consegueuze della propr . della media

Topos izione 7 (Principia del massimo, 1a versione)
Sia r apart comesso wi Rd

,
re : r→ IR armorica

.

Se re ammelte un punto di wax . ( o min .) wir

allora U E costate
.

Dive .

Sia M il od
. wax .

di U e Xie un punto di wax .

Sia

E is { XEr : next - M }

Diuwstro che E E apart echiuso (wir) e

siccome E -1-0 e r E Connesso
,
E =R

e N E costante .

E = U'
'

( M) e quiudi E E ehiuso ( ius) .

Facio vedette che E E aperto .

Dato XE E ed r t. c .
Beer ) Cr nostro

che Ber ) C E
.

Jufatli
µ = Uk) =

T T nude
"

fly
XEE propr .media perche U SM sie BON

e Vale = Sse u=M g.o .

in Bexar)



quiudi M - M g.o . in BG, r ) ⇒ a-M wi BGr)

( perche U E continua) .

Pvopesizi one 8 ( Principia del massimo, 29 versione)
Sia r apart eiuiitato , n : I→ IR continua

e armorica wi r
. Allora

( i) esistono punk
'

di wax . e min
.

dim content

in or ;

Cii ) se IES Eau punto di wax .
o win . di U

allora U E costate Sulla coup . come .

A

di r che contieuex
.

Dive
.

ii ) segue della prop .
7

.

( i ) siccome I e- compacter , esistono M valone

wax .
di U see I e xµ punto di wax .

Se Xu C- or her fiuito .

Se Xu E r , allora re - M see A c.c. di r

che centime xn (enwueiotolii)) .

Quindi a-M su 2A .

Per concludere ossevoo che OA Cdr

e che OA 4/0 . (Dinostate voi i deltagli ) .

STessa avgomeutazione per il minimo .



Ossero
.

Nelle prop . 8 E important che r Sia liueitato .

Sia r { x c- Rd : x ,
>of e sia n Cx ) = Xii

U E definite su E
,
armorica

,
ma mon ha

punk di Max .

Corollario 9 ( Uniats per leg .
di Poisson )

Sia r oporto liwitato , f : e-→ IR continua
,

No : or→ IR continua
,
re : I→ IR continua

e CZ sur che n'solve

(P) {
OU - f sur

U =No see Dr

Allora U E Unica
.

Dim .

Date due soluzioni Nh
, uz di (P) preudo

U : = Mi -Uz .

Allora U E continua snot
,

armorica
, re - o see or ⇒ U - o sur

.

T

prop .
8 Ci )



Corollaries 10 (Principia del confront por I'eg .
dip

.)
Siano r e f come nel Cor . 9 .

Siano Ui
, Uz : I→ IR continue

,
et sur ,

che visolvouo DU - f .

( i) se Ui I Mz Su OR allora U , I Uz SU R
.

(ii ) se iuoetve U , (E) =UzCxT per quabche TER ,

allora U
, = Me see A c.c .

di r che contieuex
.

Dive
.

Sia m = U ,
- Nz .

Allora U E continua sat ,

armorica sur
,
e MIO su or .

Quiudi min re = ruin U IO ⇒ MIO sur
r p or

prop . 8 Ci )
⇒ Ui Uz sur .

Se iuoetne U
, =UfI) ,

ho che UCI)=0 ⇒

I e- un punto di Mein .
di U ni r e concludes

usaudo la prop . 8 Cii ) .
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Relazioni the fuuzioni armom'che e

fuuziaui olowovfe

Qui eensideviauuo r apart wi R2 x Q ( Cx, y) = 2-= xtiy) .

Prop .
11

Data f : r→ E olouiovfa o awtiolomovfa (eioefeolouiovfa) allots f E armorica .

f '
Dim .

"

f e- olouuorfa ⇐ Ooty - i 8¥ ( Cauchy - Riemann ) .

Ma ahora

gig. - Ed:# i:* . ¥,
C.R

.

¥i÷ci¥l . -8¥.
quiudi Of = 82¥ -183=0 .

f- e- awtioloueovfa ⇐ # = - i ¥ .

Ie resto della

diwrostrazi one e- uguale.



Eor . 12

Se R E serupliaweute comesso e Ui re IR E

armorica
,
ahora es iste f : r→Q olouiovfa tic .

U = Ref .

Dim .

Phaedo g : r→Q data da

deviusta wi

g = 8¥ - idle sense compe .

oy t.
(Sef esiste allow g = f

'

, uifatle
.

= Re = Ref '

e % = Re (¥ ) = Re (if
') = - Huff

') )

Verifier che g e- olouiorfa , alot soddisfa C .

- R
.
:

Ou-0

OZU

89g - 858g - i 8¥ ±
+ i 8¥

= i # ( 8¥ - i# =i¥ .

Siccome r E seeuplieeweute comesso, esiste fired

douiorfa t. C . f
'

= g .

Fissato Zoe R, posso
driedere che fczo) -_ UCZO) .

Per diuiostvdve che Ref =U wi basta diuiostrare

che DC Ref) =Ou .
In effete :

% (Ref ) = Re ) = Reff
'

) = Re(g) = Ghq ,



Fy (Ref ) - Re = Refit
'

) = - Icu =
.

ssevv.

ipotesi che r Sia Semple'cement Connesso e- neeessavia :

n ⇐ log 12-1=42 log 6454

E armorica sie El { of (che men e- Semple . Conn .)
ma men esiste alaina f t - c . a-Ref .

Se iufalti esistesse , allow

fi - g - 8¥ - i# = - EEP- I
e sappiano che ¥ men animate primitive see Cliff .

Cor
.

13

Tato r apart wi IR
'

,
U : r→lR armorica

,
allow

u e- audited
,
eioe si seu've loealmeute come

Serie di poteuze melee variable x e y .

Ding

Basta cesare il facto U E localWente la parte Kale

di una funziare olouiovfa , che si socio (located . )
wi sevie di poteuze di 2- ( e Re@

u

) E un

poeiuouuio uix e y . . . ) .



to stesso risulbato vole wi dimension quawurque

(ma von lo diueostno) .

Concludes disouteudo I ' esisteuza per it problems

(pg {
Ou - g Ster ← eq .

di Poisson

U= No su or

Soltouiteso : Wo : or→ R E una fanzine continua data
,

g : I→ IR E una fuuziene continua data
,
e

re : I→ IR E continua
,
e almeuo CZ air

.

Se r e- limitsto la soluzi one e- unica
.

L
'

esisteuza Canche se 9=0) richiede una qualehe

regolavita di or .

Per eseeupio , se r isBEDI { 03 , in generale (P) non
ha soluziare , weanche per 9=0 .

La teens generate dew esisteuza men e- oggetlo di

quester Corso .

Mi liuito a qualehe Caso porticolane .

Sia r oporto wi Rd della forma

r : = Exe Rd : QCD SI }

Cen Q forma quadratica definite positive su Rd

(quiudi r e- liwitato) .



Pongo Pu is { pole'nomism Rd di grado s re } .

Prop . 14

Jato No C- Putz
, g E Pu allow it problems

(P ) {
Ou - g sur

le = Ho SuOr

a.Minette una soluzione UE Putz .

Dim .

Tando T : Pu ! Re applies@one linear data da

Putz
①

Tv = O(v.@ .

÷
Pu

Se Tv = g - Duo , allow u := VCQ - 1) 1- No

risolve (P) .

Sidonie g
- Duo C- Pu ( per le ipotesi su g e Uo)

V esiste se T e- surgettiva ⇐ T e- inielliis
,

Vevifico che TE iuieltiva
.

Data v t . c . Tv=0 ,
allora W = V (Q - l)

Vi solve Dw -O e w - O Su OR = {x : Qcx)-4 } .

Qwiudi w=O (per l
' uniats della Sol

.
dell' eg . di

Laplace) e quiudi V=0 .



Formula visolutiva per veg .
di Laplace .

D= BCQD ui R2 e oogeiovisolwe.ve

(P) {
04=0 see D

U =Uo Su DD

Risoluziome formale

Scriver gcti-uoce.it ) in Serie di Fourier
,
cioe

Motet ) - get ) = &! cueiut .

Allora peu z sette si

Mo CZ ) = - cot ⇐ eueiwt +
u
:{ Ene- int

= - Co two Cu 2-ht ⇐ En En
Estado Mo a D poneudo

(Fb) UCZ ) is - Cot §oCuZwt⇐oEuZ")
- -

ffz ) fzcz)

Prop .
15

as

Se Ho e- tale E Kul Lto (⇐ no e- C' su si
'

- co

ovveuo g Ect su IR) allow u definite da (Fb)
Vi solve (P) .



Dive .

A

Siccome Eleuterio e
-as

sup lazy e- ful
2-ED

ahora le Serio di poteuze che davino f
,
e fz

Conversano totalmento su D- (⇒ f, efz Sono bar

definite su TT e continue) e hanno raggio di

convergence I 1 (⇒ f, e fa Sono olomovfe SUD) .

Qwiudi U E armorica su D .

Risevivo adesso (Fb) in Un altno modo :

UH ) = - Cot ⇐ Cu Zu t u§oEnE
"

= - Laf
,

"

gctldt-%ffgctle.int zudt

+ ⇐ ¥1
,

"

gctleihtzudt

Scauubio

saree → = Laf
,

"

guy f- it Eo @itzt-%Ce-itzjydtuitegva.li

= Is, fight) Refit 2%0@itza ) dt .

htt
,
Z)



Defiuisco quiudi ie hudeo di Poisson h : RxD→ R :

htt, z) : = Refit 2 @ itzjh)
I -12-12

= Refit , - Zeitz ) = ieitzl '

e oteugo to Seconda formula n'solution per (P) :

Ez) a ,
ihqfeitlhctszldt sez
get)(Wolz) se 2-EdD

Prop .
16

Data no : OD→ E continua
,
H2) defiuisce una

fanzine w : D-! E continua che n' solve (P)
cioe Ou --O Su D

,
Udo Su DD .

La diueostrdzione E un eseveizio (Lango ma in

parte gia oisto) .


