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Transformata di Fourier

Tata f : R→ E Sotto opportune ipotesi

to

④ f Cx) = Icy ) eine dy
-
combing' one linear

( in senses esteso)
di {ein : ye IR }

can Fly ) is Iff Cx) e- iY×dx

I si Chiouna Trasfermata di Fourier di f .

¥) si Chiana formula di uioevsione
.

Devils ziare formate di

Teredo f E CeCR ; E) e Sso tic . Supp(f) C EF , §] .

Savo f in Serie di Fourier se fig , as]
( serve au Cambio per vicar duvsi aka Sdf su GAIT] )

1-w

f Cx) = [ Cns einsx
U= - O

vs inSx

con cus = ¥, ↳fool e-
'

dx = Sq, Ecus)



iusx
fed = ¥, £ Huge S V-xEEE.IT

4=-0
-

Somma di Riemann

Quindi pneudendo il limiter per Sso olteugo
iyx

fix = ¥, Effy ) e dy

Ge passaggio al limit e- solo formate perche le

Somme di Riemann convergence avi integrate solo

pen fuuziari continue su uiterudli lieuitati .

Defiuizione

Data f E L
' CR ; E) la Tdt di f e-

la fanzine I i R→ E definite da

Ely ) :=£°fcx ) e- is" da
Si seviveanchef = Ff .

Teovaua 1

Data f E L' CIR ;El
,
I e- been definite , continua ,

iwfiuitesima all uifewito e Itf Has s Hflly .

Yu porticolane rt : Lt CIR ; e)→ Eo CIR ; E)

e- lineave e continua
.



Ossewsziomi

• La def . dif men E bae posts per FEE

( ricardo che LZ ¢ L
'

perche IR ha Wis
. uifiuita)

La def .

di f per fell veins data dopes .

° E
'

bene usare lettere distaste (x ey ) per le

variable
'

di f e E .

o Ci Sono diverse defiuizioni di E ,
che

diffeviscono per crane costanti
.

Dive . teoveuua I

• Icy) e- been definite Hye IR .

Iufatti f e- iyx ELI :

f If Eid" I dx = flfcxsldx = Hflly .

° HE Has Hfll . .
Unfelt

Iffy) ) s f I fed e- iuxldx = Hflly .

• F E continua
. Se Yu→ y ollas

Flynt = §§%ebn×dx→f÷e%, e- lbxdx
per couoageuza dominate (domina Ifcxtetbuxflflxl ) .



• Fly )
y

peril lemma di Riemann - Lebesgue .

( centrouate i deltagli ) .

Do adessoalcuue proprietor ( seuepleei) della Tdt.

Prop .
2

ata f e UCR ; e) ,

a EI = e- tbh I the IR ( eef : xrsfcx-ht) ;

o eixhf = caff the IR ;
o Gtf = Itsy ) V-8 c- Ryo} ( Osf : x→¥, ffg) ) .

Dim
.

Caked i dinette
.

.
Pee eseuepio

e- ibs
.
e-tbh

"
+ co

Taft (y ) = ffcx-eye-tbxdxq.IT e- ibsthds
-Cs

S- X- he

= e-
iye !:p Etbsds

, e- i9hf(y) .

Prop .
3

Data f : IR→ e di Classe C
'
con f , f

'
EL

'

allora
§ = iyf

(analogo della formula en Cf ' ) = in eucf) ) .



Dim .

ersi one quasi corvette :

Icy ) = FIFA) e-

iyxdxinptaegnpzaig.ge→ = lfcej:- Iif tiyedbxldx

0 .

= iy Iff e- i9×dx
= iy Fly ) .

Questa dieu
. fuuzionerebbe sapeudo che fatso

+→to

'

Version corvette :

preudo An→ -o
,
but to tic . f Cau) ,f(but→0

(posse trovavli parent felt ⇒ lygigiyfcslf 1=0 )
e Ossorio che

spiegsI%EE.es/anbhftxse-iyxd,
voi questpassaggio-luhjydlfcxleimd.es/bau-fabuhfCxlfiye-iYgdx)=iy

!!fcAe%dx= iyfcyl .
Ossevosziare fee n L1 # f Cx )→o ma

f Ee
' nd & field → f → o

'→ to

+→Is

'



Prop .
4

Se f E L' CIR
,
'd ) e Xf C- L

'

allow F Eet e
§ '

= .

( f C- hit xf El ⇐ ( ltlxl ) f e Ld )
Per la diuiostrazione Serve la segueute versione

del teovaua di devivazione dell
'

integrate :

Prop .
5

Sia I uitensllo vie IR
,
E uiisurabiee lie Rd

,

g : Ix E→ a miserable to
.

• gf , x ) E C '

per g. o . XEE ,
'

• esistono hi , hz E L
' CE ) tic .

V- yet, XEE

Igcy ,xx shik) , 109%601/5 hzcx)

Ahora

GCyli-f.gg, x) dx
e- bae defduta V. yes, e- et e Hye I

G' Cy) = ↳ 89g Csx) dx
-

East

Diw
. 9 e I saw ben definite e continue

per it teovaua di corn .
dominate Csi usauo

le strive 191 Shi ; 188-1 saz ) .



Ie falter che Ce e e
'
e G'=I segue dat

teoveeua fondaineutale del caledo uitegrde e

da

Gly , I - 91yd = Sy!Icy ) dy V-yay.EE , yocy,

Dimostvo questa ideutito :

Sy! Eaddy = Ig!# oadycynydx) dy

g:# o¥%:Yg→
- sell

.
!# anxiobldx

Sly! ffhzdx ) dy
= { 96nA -gcyaxydx

= (Yi -yo) llhzlly
= 9611- G (yo) .

Jim
. Prop . 4

Applico la Prop .
5 Cen g Cy , x) = f Eid

"

con

h . elf l ; hzlxl -Nf CDI :

F'Cy ) = day of Cx) e- ibxdx)

= !! fcxi-ixe-iygdx.IT .



Prop .
6

Tate f
,
, fz C- L' (Ric) allow f- * fz E L' (Ric)

( facto gia Vista) e

Ext - ei.EE
Dim

.

f, (g)=/ ( f f. Cx -tfdtldt)Ei×9dx
R R

Fubini →=/ ( Sf,cx-ttfzltle-ixydxjdtffplfcx-tlfdtle.in/dtdxR R
e-
i"

y.e-ity-fplf.lk/falcxIdxcto--fR(fpfCEzt)e-iE-gttYdxJECtte- itydt
perches lfilxdfzl EL

'

=gµ(gµf , e- iysds ) fzltleittddt

= Icy ) Ily ) .
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Eseiupi di eakolo della Tdt
.

TJ f G) is e- HI ; fly ) - ¥yz

fly ) = !!e-HE"Ydx

=f5eddx - i ,%eEdx
eecx)

903

Perche
es

hei pari
= 2) e-" coscxy) dx

e g E
O

dispar 't Re £44 - t)
dy )

=zRe4eYg"jT=zRe¥f¥
I f = HEA

, ay
; Icy ) = 2g seucay)

Icy ) = fade
- "
9dx

= Zfoacoscxy)dx=2g seulay)



Ossewazioni utiei

. f pari ⇒ § pari , Fly ) = 2£76) costly) dx ;
u f pari + reale ⇒ I pavix reale ;
- f dispar i ⇒ § dispar i , Icy) =2i§%x) seu dx

;

• f dispavi theale ⇒ of dispavi + immaginaria pub .

3J f G) = ¥2 ; Fey ) = a e- 191

Caicedo fly ) =!! dx usaudo it metodo

dei residue .

t Pongo 2- = xx it

<
i .
r !Tr

e goes :=e!
Dr

> g x

tr

f.
torana dei residue

④ fqgczldz 1- qfrgczldz = oui E Resfg , zi)2- i sing .

dif inDr
---

Ar Br Cr

Ci) Ar → Icy) per r→ -10 ;



( ii) Br → 0 per r→ to se y so ;

Ciii) Cr = Tle 't por r > I
.

Passaudo al limit per r→ to lie e usaudo

quest fate
'

olteugo che

if Cy ) = They per y so;

iuoetve f e- pari , quiudif e- pari , quiudi

Fly) = a e- 191 .

Restaino da diueostrave i fate
' Ci ) -Ciii) sopra :

(i) oooio ( fate generate gis note) ;

( ii) segue da una stima see IGGY i

1 e- iyzf = e- Recipe) = elIueCYZ)
=
est g y ;

I 1+2-4 I 12-12-1 = rz , .

T

T
' se Zeff

se 2- C-Jr mis
.
di

Quiudi flush '

Ight s I ⇒ IBI sfqlgktldo.cz)VZI

¥
,

' Tlr → o .

✓→to



( iii) par r - l l
'
unica siugolavita di gcz )

wi Dr e- Z=i ( polo sample's

di gcz) doe zero saupliee del denom .

2-2+1) quiudi
- iyz

Rests , it = ¥⇒,
⇐ e.

= Fifi

e C = 24 't Res (g , i) = thief = Tied .

4J f- Cx ) = E (distrito . Gaussiana car

f^(y) = e-y4z
Valone atteso O e var ,

y )

Caicedo 1

Uso che ffcxldx =L e f
'
= -xf

IR

Quiiudif =L e ET -- C- iltixf
11

iyf - i"p ,
oooevo E risolve leg . differentiate
it
= - you ( la stessa che risolve f)
woe § = a e-942 e Eco)=1 ⇒ 2=1

,

ate § = e-942 .



Caicedo 2

A

Icy ) =/ e-
442

- co ¥
e-
i'Y ! ,

= t.ge d .

= f: e- do

Cambio di var . = e÷ f! e-Eds = e-
942

sexily ,

ds=dx

Va giustifecato il Cambio di variable ( perche la

fanzine Xhs Xtiy non e- una fungione da R

wi IR) .
Idea i

t Pongo 2- =#it

!
I
14
,
f
% 962 ) : = e-

342

83,r Dr
← 84

,
r

l J J l X

-r p r

T2
,
r

Sicame geol men singdavits in Dr , per it

teoreeua dei residue ho che :



-Sqgktdz + Sq? Kidz tf; - - ¥
,

;
- - - so

- - --

A
yr Az

,
r

A
3, r

A 4
,
r

Osservo clue :

Ci) Abr → fate
-

do pauses

Cii ) Agr → I e-
"Kds

per r→ + es

( iii) Az
,r ;

A
↳r →

o per ↳ to .

Passaudio at White par r→ to wi e asado

(e) - Ciii) otago :

f!e- k¥42 do = ! e-
"Kds

.

Gli enunciate
'

Ci ) , Lii) Sono owi .

L
'

enunciates Ciii) segue dalla stina

I get) = e-
£42 I s et'T per 2- C- 83,

oppuve ZE 84
,
r
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Formula di uivevsi one

Defiuizione

Data g e L
' ( IR ; E) pongo per ogui x ER

G- *get-go I!gcy ) ein dy
Ossevo

.

. g4xl=g^ C-x)

. G- * E l ' aggiuuta di tf reispdto at prod . sealane

di L2
,
almemo fovunalmeute i

( Gf ; g> = JE Cy) GI dy
= If fcx) e-

i'

Ygtyj dxdy

= If fcxlgcy ) ein dxdy
= ffcxlgvfxjdx = Lf

, big> .

• (
'

uso delle variabilis X e y men e- casuale .



Teoreuea b

se f E L
' AR ; e) e E E L' ( IR; E) allora

G-
*
tf f Cx) = § Cx) = 29%7 per go.XC.IR ,

too

oooevo f Cx) = Icy ) ein dy per go . x
.

-co

Yuoetre G- 9-*fly) = 2x fly ) per g. o . y C- IR .

Corollario 2

Date f. , fa E L' (Ric ) t. c . I - I allow f , if 9. o .

GE F E nineties
.

(Basta applicator it Teovaua I a f : = f
,
- fz . )

Analogo per la Serie di t. : date f. , f, E L' CEA, ITT ,E)

t
. c . En (f.) = Cuffs ) HUEZ ,

allow f
, =fz 9. o .

Diuuostraziene per eserazio .

Diluostvdzimeteor - b che nenfunzima

Caicedo dinettes di G-
*
9- f :

G-
*

off = ffncy) ein dy

= ffffctl e-
it' dt ) ein dy

Fubini ! = ffct) (fei
# Y

dy) dt = ?
(wa non si

pineapplecave . . . )



Diluostvdzioneteor-bchefunzimapreudog.IR→ IR t
. c
.

( il y E continua wi O
,
liuiitata

, 901=1 ;

( ii) gets
Ciii ) Eee !

Per ogui S so pongo gscxli-fpf.ly/eixYycsy ) dy .

Allora
← soltouiteso wel

resto della dive .

gslxl =/ Icy) ein 9kg ) dy % Iffy ) daddy = EG)

" T
per carvery . dominator.

la can . puntuale segue da Li)

/ ( ff Etty dt ) e"Yqsy) dy la dem . e- LEGH " cellos
.

It ! Fubini : posso applicable perch

e)flt) ( fycsy) eik
-Hy

dy ) de
fflfltleitheiiygcsygldtdg

--
= f) lfltsllcpcsylldtdg

ahtitr . di Celso
= 11ft

, 11918
. ) Hy Ltocakolata hi x -t

cioe tsycx -t) (uso l ' ipotesi Cii ) ) .

It

Jflt) GI G - t) dt =f*6g¥)
Siccome f Et e I C- Lb , per quarto gia oisto

f * GI ⇒ beef wi E
,
dove in i=fyCy) dy



Riassuvnendo gs→ § per ogui x e gg→ Uef

wi tf .
Quindi E = uef g. o .

(Qui Wso il facto che a memo di Sottosuccession

gg→ § quasi ovuuque . )

Resta da demostrove che we
= 24 .

Basta prewdeve fly ) = ↳ ( soddisfa Ci)-Ciii))
per avi IG) = fix ) - tie -Hl e we = 24475 " do = 2T .

T
y e- pari !

Yu reata rue 2T per ogni of per via della

formula di uivevsieue :

2T = 2440) = G- FICO) = f DX = : nu .

IR



Tvasforuuata di Fourier su L2

Trop .
2

Data f E L
'
n L2 CIR ; e ) , allow

t.IE/lz=vEllfHz.Teor.3aTdFpueoesseveestesa
per continents da

L
'
n L2 a Tutto L2

,
ed E cue

'
isometries a

memo di un fathom it .

Judice l ' esteusi one della Tdt a L2 con lo

stesse siueboeo f^= Ff .

Cor
.
4 Jdeutita di Plaucherel )

Per ogui f. , fz E L2 CIR ; E ) , <§ ;I > e- 29Cf
, ; .

YI corollaries 4 segue dat teoveeua 3 e dawid
.

di polar izzazione .

YI teoveeua 3 segue dated proposer . 2 e dal

segueute eeuuua Cueto ! )

Leeuwen 5

Dato X spazio wetrico , D dense wi X
,
f : D! Y

uniformemeute continua ,
con Y spzziouietvico complete,

ahora f ammette Uua ed una Sola esteusicne

continua F : X→ Y .



La dimestazione del lemma 5 I un esereizio .

Dive
. proposizi one 2 (che non funziona)

Caicedo dinettes di HF Hz :

HEHE = f Icy ) IGT dy
IR← sottowiteso wet seguito

= ffffcxl e-HY dx) ( ffTteitY dit ) dy
Fubini → = If fcxlfctt ( f e

it -99 dy) dtdx . . . .

(Wea won posses -

applicanto vovvei che quest fosse

298 Ct-x) een S la

"
fanzine ,, delta di Dime .

Diue.proposizione2.cc#ima
Premdo y i IR→ IR t

. c
.

( il y continua wi O, Cho) =L , y pari , y deer . per x so;

( ii) 9 ELI

Ciii ) Je La !
Per ogui S so pongo Is i =/ IF (g) 12 ycsy ) dy
Allora

R← soltoiutesouiseguito

Is : = I LEGIT Nsg ) dy ⇒ ftp.cyltdy-llflk

peril texana di Cornu .

monotone (qui use lil)



Is = J ( f fed e-
i'
Ydx) ( f ft etty dt) yay) dy

II ← Fubini : posso Usar lo perche-

Iff Cx) Htt (fycsy ) eift -09dg) df d,
If G) e-

"Y
. . . . ldtdxdy

= ffflfcxsllfltll 16611 . . ..

It = HfHf 11918111,40

ffflxl FAT GI Ct- x) dtdx
H

f f * get Ctl . FAT dt = Lf* got ; f>! Leaf ; f>= # fth
p
S→ o

per la continuate del prod .
sealane

e il fatten chef EE , I c- L'⇒

f- * 6g I → uef wi LZ can

we = J Y (a) DX = 281907=24 .

Ed coho della Tdt por f E KIL
'

Nou si pwd apple
'

cave la formula per f E L?

Tultauia ossevvo che free f . 1Er
,
r]
→ f wi L2
✓→to

e fr C- U .

^

Quiudi fr si Cal coho con la Sedita formula e
^

converge a f wi L2 .

Se es iste il limiter puutude g. o .
di

farcy ) = fr
"

fat e-
"Y dx



allora deve coincidence can I eioe hole

Icy ) = If e-
"Y dx per g.ox

can I ' uitegvsle witeso come integrate luiproprio

( hd sense di Aualisi 1 ) e won nel Sensei di

Lebesgue .

Osseroazioue

Abbiauio definite 1a Tdf F sia su L' CIR ; El

che su L2 CIR; E ) e le due defiuiziaui
coiueidono su L'

n L2
.

Quiudi G- reisulta definite auche se L' th

e ha odori in Cot L2 .

Sipuo uioltre definite una norma
"
maturate

,
Sia

su L't L2 che su coth
,
ed F Visalia continua

rispeto a quest novine .
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Ulterior risultati sulla Tdt

Fop .
b

Le segueuti proprietor ( gia diuvostrate peu la

Tdt su L
' ) valgono anche per L2 :

. IT = e- ihyp ;
• eihxf = eat ;
o Est = §Gy) .

Dim
. Quest ideutita sono vere peu f C- Link

e si esteudouo a LZ per dens it .

Verificate voi i deltagli .

Prop .
2

Sia f : lR→Q continua e C
'
a trotti t. c .

f- E U UU e f ' E L' UK . Allora F- = iyf go .

(Litt ) ( Lite )

Dive

Seguro la dive
. falta Ui preeedeuza .

Phaedo (Au) , Cbu) Snee .

in IR t . c . au→ -o ,

bu→ to e f Cau) →0; f Cbu)→O
.



Quiudi integrase . per parti

G) faff ' e-
"
Ydx ¥ If e-instant iyfabufcxl e-"Ydx ;

(2) passaudio ad wi opportune Sotto sua .
dive

,

fabif ' e- ixydx → Iff ' e- ixydx . Icy)
-

uses

" per 9.0 , y ER .

G- (f ' A- Can, bud )

Yufalti i

f
' EU ⇒ f ' Ican

, buy
f ' ⇒ 9-( f

'

Ican
, buy )
& ft j

f- 'EE ⇒ f
'

Ican
, buy

f ' ⇒ G-( f
'

Ican
, buy ) ↳ ft .

bu

(3) If e-
i'91 → o ;
Au Weston

(4) faffed e-"Ydx → Iff e- ixydxsfcy)
"→+w

per g. o . ye IR (amenity) .

Metteudo uisiauee (t) - (4) olteugo Icy) = iyfcy) go .

Cor
.
3

Data f : IR→ Cl continua + C'
a trave

'

con f E L
'

,
free

allow § e Lt .
Yu particobre valgono le ipotesi

del teoveeua di uivevsi one
.



Dive

Siccome § = e'y I c- K ko che YE c- L2
.

fr dy =

µ
! ! El dy t ish ¥, dy

s 211 Elles t HyElk ( ft
d.grad

'

s 2 Hf Hy t 2ft Hf
'
Hz .

Trop .
4

ate f. , fz E K ( IR ; E) allots fifa E L
'

e

④ Ffa = ¥, I *Ez .

Dive
. Graecia)

f
, , fz C- L2 ⇒ f.fz C- L

'

segue dalla disug .
di Holder

.

Dinosto .

Caso b i f
, , fz E C'a ⇒ f, sfz , ft , § , f. fz ,fff Lt .

Ricardo che g , , gz ELI ⇒ gT*gT=§g9 .
Allora

Vale anehe g¥gz = gig .

Quiudi

G-¥,
I * E) = 24, § . f§ = 2x f, fz = 9-

*

(FTE )



e por l ' iuiettioita di Yi

¥
,
I * I = fifz Ovumque .

Case 2 : f
, , fz quahuequi .

Preudo ( f. a) , ( fam) C et t. c . fi, f e faut fz
Allora

° ¥
,
a fan) = Is, ⇐* Em

° f.ufz
,a

ffz ⇒ G-(fi
,
u

. fzu) II
o f.IE I ; fat-41 ⇒ ⇐* Em-4K¥ .

Sto Usando e : Exe→ L
'

e * : text→ LA

Savo continue
.
Questa va uevifiesto .



Eseveizi

1J Sia k naturale
,
f E PAR ;E ) t

.
c . xkf EE .

Allora xhf E Lt per h = Q . . .

,
K e

§ c- Ck e Dhfh = fixlhf per leg . . . .

,
K

.

Quest risuetato college il decade'mento di

f all
.

uifiuito con la hegdarita dif .

Dicey

1×1 h s ltlxlk ⇒ lxhf IS Cltlxkl ) Ifl

⇒ It xhf Hy s Hfllgtllxkflly .

Ye resto si divests per uiduzione Suk

Usaudo il falter voto che f
,
Xf E Lt

⇒ Feel & I ' = Tif
.

Verifieste voi i deltagli .

2J Se f E V e per ogui k vale f =O( kik )

per x→ to ,
allow feet .

3) Se f E LA e f ha support eempalto allow
a n

f e- analitica
,
auzi f coincide su R Cen

una fanzine olouiovfa g : I→ E
.



Dine Per ogui 2- = ytit pongo

g. (Z ) = [fix) e-
IZ'd,

Vevifico che ga ) e- bae definite VZEQ :

↳ If e-
i* I dx -151%1 et" dx Cto .

-

fuuzi one wi L
'

perche et" e- uiuitata
Sul supporter dif

Espaudo gcz ) wi Serie di poteuze ceutnta

in 0 :

g = Iffy %eizu dx
= !!I fox) .

zu

scauebio serie
→ = To%%ix÷f G) dx) 2-ue integrate

( alla Fubini) i -
an

posse favtopevehe
= Io AuZu .

1! I tixuiufcxsldx p

=L KEY ) If ldx siccome la series converge

per ogui Z ha raggio
= !! e'

×#
IfGsl doctor .

di convergence to .



4) Sef ELT ed esistexsot.c.flfcxle.tt#dxs-co
allow I coincide su IR con una fuuziare

g : IR x C- x, a)→ Q olouiovfa .

( case pavticolave del torana di Paley -Wiener .)
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Ossevoazioni conclusive Sulla Tdt
.

Fiori programma )

Tdt in pin vsriabili

Data f E tf (Rd , E) , la Tdt di f E

f
prodotto sealane in IRD

Ff ly ) = Icy ) is Jpg, f Cx) e-
" Y"

dx Hye Rd .

Valgouo le proprietor che ci si aspects :

(s) G- : L
'
(Rd ; E)→ Co ( Rd; e) lineare e continua;

(2) Eat = e- ih - Y F e
et = eat theRd;

(3) FTAXT = yet , I %)
VA C- Rd 'd uivevtibiee ;

141 Fifa - fi . I ;
(5) FF = iyf ( cioe 8¥

;
=
i yjf per job . . . .

, d) j

(6) tf = -ixf ( eioe GI = xjf per ja, . . . ., d) j
Xj

(7) se f , I Eld , G-
*Ff = @TDdfq.o .

( 9-
*

g Cx) : = 5µg, Cy) e
" Y" dy ) ;

(8) HEH , = (a)
dk
Hfllz (Planchevet) .






















