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Equazione del calorie
Sia r apart di Rd e re : [9T) x t→ IR

per d =3 ,
r nappveseuta Uu solider di materiale

conductor ( del Catone) omogeneo .

UH
,
x ) rappveseuta la temperature all

' istautet

met punto x .

Se won ei Sano Sargent
'

di calorie interne

at solider allora U sooddisfa :

Ut = e.Ou
state delT t

d materiale :

Ut - Ob E 021
c ,

← conduce's .

It is , 0×5 ← capacitor
(tenured)

La soeuzione U e- uuivocameute determinate

conosceudo it valone di U al tempo too

Cioe re soddisfa Ea Condizione initiate

UCO
,
x ) - Uo Cx)

con no data
,
e uirpoueudo delle

opportune condition at border



Jer eseeupio :
fest) x

Eondizione di Neumann . 0¥ =O SH

Questa eovvisponde a
←
D= normale

menaoeveseauubiodiealereesteruaa@raltravevsoQrCper.es
. ,
ie solider e- sospeso

rid vuoto) cost)x

condition di Dirichlet i re =Wo SH
Quester Corrisparde ad over temperature

assegnata su or ( per es . ,
ie solider e-

immerses wi un sevbatoio diealone rnauteuuto

a temperature costate) .
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Derivazi one dell
'

equazione del calorie

egge fisica I Ctrdsmissione del calorie attravevso

una pareto sottile)

← panet Sottile di waterhole
condultove omogeueo

W U
"

S - spessove , A = area della pavete

it temperature a sinister (costate)

q
>

let u v destino n

"

La quantile di energia termed Che passa da dx
.

verso sin . per unita di tempo e di superfia

E proportionate a 0U=UIU
-

e uiversaweute

proportionate a 8.
,

Cioei

DE = C ,
Ole

T T
Ot . A

Conducibilitaternrieadel
materiale

Questa E liespressure utfiwitesima della legge
di Trasmissioner del ealone .



Variants limit per 870) area die
i t

DE = C , Od Ot .

A
→ n p

on
'

p
energia ternaries T
che altraversa devika normale

[ : la sup ,
da della temperature

'

destra verso sin .
( presuppose

hell
'

iutevouo Costache SUE

di taupe Ot

variant 2 ( men infinitesimal

←
energie ternuicauiraltaupot

r ⇐
= fc , FnOt

ory
fleesso usceute di Tu

dteeohefuag.s-ffidivcvul-fg.hu

Legge fisica 2
"
L

'

aumeuto di temperature in Un solider e-

diivettameute proportionate all
'

energia terurica

imnnessa e invevsameute pnoporzionale at volume ,,

Cz Ou = ¥
[ capacitor termed del material



variant (men uifinitesima)

←
come prima : enevgiztermieauir

DE
r of

= f Cz#
r

Quiudi

gragg = 0¥ = feel Ou

Siccome quester hole anehe per i soltoiusiaui dir ,
devo avere

Cz 8¥ = C ,
Ou



Risoluzi one dell
'

equazione del calorie
4

nel Caso di un anello Sottile , di material

conductor Ohrogeneo met vuoto ( men c'Escambia

di calorie con testerno)

Parametrize Veneto con f- HIT] .

U : [9T) x fat]→ IR = temperature (al tempo t
U U

t x
e hella positionex)

soddisfa il sequent problems

Ut = E Uxx

* I :& ::} : :: to:÷÷i:*:

UCO , o ) - Uo f ) } cendizioneuiiziale

Con Mo temperature iuiziale assegnata

Ossevo
.

. normalmeine si porta di eg .
del Catone Sul

dominie Speziale Ea , IT] ( in generale r)

e mon si specifics I
'

uiteuvdlo temperate .

Perche e- uicoguito come per ee eg . diff . Ord .



• Condiziani di periodic's ta t equaz .

uiepeicauo che DE n ( o

,
it ) = DIU ( e , - a)

Iufalti UC ; a) = UC ; - a) ⇒ Utc; IT) = Utc;-A)

⇒ rlxx Casa ) = Ux, C , - a)
Ux f , IT) = Ux C. ,- a) ⇒ Next (; IT)=U×tf , - %)
⇒ Max C '

,
IT) = Ux# ( ;

- K)
e cost via

. . .

Risoluzione " formate ,, di (P)

Scriver U = Nlt
,
x) in Serie di F

. rispelto a x :

Nlt , x) = § cult ) . ein

H

Catlett;D

devioaudovispdto at ex ( due volte) olteugo :

Ut = If edt) eiux
*
* = E- eultlfnzjeiwx

per leg .

diff . welp)

quihdi per oguit vale edit ) = - n- cult) .

Iuoetve UCO,
. ) - no ⇒ en = eucreo) = : eou



Quihdi Cuc . ) risolve it problems di Cauchy

{ Y'
= -my

y = Cq

oovevo Cult ) = Con Emt , e quindi

U (t, x) = § eq e-
UH eiux

Ossero
.

thisoluzione mon rigorosa (oovesanigorosa) .

- se Tutto fuuziona olteniamo che U E Unica

(perche i coefficient i en Sono uuivocameutedetevm .

dat problem di Cauchy )
. U E C 's per t so i i coeff . Cult) -- Con e-

Wt

tendon a O
par u→ to pin are polihom .

e quindi E lnlkleultll Go Vk

quiudi Uct . . ) e- CO .

• Iu generate a hen esiste per to ( se Uo

rien E G ) .

• Quester Sono Sono carattevistiohe generali dell
'

eg .

del calorie in ogui dimensione .



RisaHati rigorosi

' Tanana di esisteuza (di una soluziare per ogui too);
. Teovaua di uuicito (di una Soleil'are definite per tss

e con ipotesi di vegdavits minimality
- Teoneeua di hen esisteuza nel pasSato (per women

troppo vegdare) .

Teoreuea I (di esisteuza)
•

Data Moi E- a, it]→ IC continua tic
. { KEI Lto,
-a

allor

(1) la formula

Nct
,
x ) = If eq e-net eiux
-

UnCt
,
x)

definesa una fuuzione n : Io ,to) x IR→ G

continua Tale che U (O
,

o ) = Noc . ) j

se Wo E veale au che N E neale j

(2) U E CO su (o ,to) x IR e soddisfa Me =U×× ;

(3) U E 2K - periodic wi X e in partialawe

soddisfa le con diziomi di periodicita wi (P)

per t so .



Lemme z f
prodotto di uiteruaki Capertilchiusil . . . )

Sia R un reltangdo ai Rd , Wai R→ E fuuzioni

di Classe Ck t
.
c
.

- Vu→v uniformenroute sur ;

- tutte le derivates parziale
'

di Un di ordines k

cenvevgono uniformemeute , cioe

the = (hi , . . . ,hd ) E INDt.ci/hli=hi-.-.thdSkDh-Vw=D,h'Dzh...DdhdVuCenv
. uuif . win .

Allora v E di Classe Ck e DEV - luujn.DEun
per ogni b een Ihl SR

.

Dimostrazi one per esevazio .

Ossevv
.

enunciate segue dal Caso partiedare b- I

e R = intervale wi IR
,
che e- noto

.

. Normalmate le fuuzioni Ck Sono definite solo

per domini apart
' di Rd

,
la defining' one per

domini mon apart non E
" pulita, , Thawne che

nel Caso dei tettaugoli . Che Sono quelle
'

che

ci sevoono per le EDP .
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Ripreudo della lezione di ievi .

Staramo risdveudo it sequent problems :

Ut = E Uxx

CP) (Cia ) - no , -al } ggnidoieuma.IT,Ux ( ; a ) = Ux ( r , -a) border

UCO , o ) = Uo f ) } cendizioneuiiziale

Teoreuea b Cdi esisteuza)
•

Data Moi E- a. IT]→ E continua tic . E <to
,

-o

allow

(b) la formula

Nct
,
x ) = If eq e-nzteiux
-

UnCt
,
x)

definesa una fanzine n : Io ,to) x IR→ G

continua Tale che UCO
,

o ) = Noc . ) j

se Mo e- Rate ahehe N E neale ;

(2) U E CO su (o ,-10) x IR e soddisfa Ut =U×× ;

(3) U E 24 - periodic lie X e
'

we partiedlane

soddisfa le condizioni di periodicita ai (P)

per t so .



Ossera.

cs

- La conditioner E foul Ctb e- soddisfatta
-O

se MOE C
' (Ea , IT]) e Mota ) =Nola) .

Ma non e- soddisfalta de tutte le No continue

Tali che Mota ) - Uo CK) .

• Se Con -O thanne che por un numero finite di

indicia
,
allora re e- definite su Rx IR

e la diueostrazione del Teoreueab e- iuueedesta
.



Cor
.
3 del lemma 2 della lezionepreeed .)

Sia R un reltaugolo wi Rd e siano nu : Rete

fuuzioni di dasse Ck t. c .

{ HDB nukes <to V-E end an Ibl Sk

a.
Uomo U is { Un E una fanzine bar definite su R

e di dasse Ck
,

inotte

DE re = § DB run .

Yu partiedare se En HDGun Has <to the Nd

re e- co
.

Lemma 4

Sia r apato di Rd , re : r→e
, { Ai } famiglia di aperti

con unione A Cr
,
Tali che re EEKCAI )

.
Allora me@%) .

Variant :

Sia R reltaugdo lie Rd
,
U : R→e , { Ri} reltangoli

aperti relatioameute a R con unione TT etc .
WE CKCRI) .

Allora we EKCRT .

Lemma 5 Sia f E LYEMIT] je) .

Allora f e- (go .) Kale

Sse C
- n Cf ) = en Cf) the C- I

.



Dive
.

Se f e- neale , a'OE f = f- , allora

en (f) = # f! f Cx) e-iudx

- ¥1! eiwxdx

= ¥1! fcxleiuxdx = Chef )

Cioe Cn = En ,
outro Eu = Ch .

Viceversa
,
se En = CJ ahora co C- IR e

f Cx)
q ⇐ Cue

""
= co -1%4@new + g- e-

in)
90 .

= Cot ⇐ 2 Re (enein ) .

Promote a dimestore quest risultato per FEU .



Dimosthozione del Teorema I

(1) Pongo R is [o, -10 ) x IR .

Osservo che

Hunk
Loser,

= H couetrteiuxllhqr, skoal
Per ipotesi E koalas eioe { Huntley Go,

u

e opuiudi U E bae def . e continua su R .

Iuoltre No e UCO, hanno gli stessi

coeff .

di Fourier , qui

"

!di No - UCO;) g. o .

e sicame Wo
,
UCO; ) Sono continue ho che

Mo = UCO
,

- ) su C- IT,TT .

Infine Mo neale ⇒ Con = ⇒

come
-Mt

= Con Emt ⇒ rect
,

. ) E g. o . neale

V-t%0C.ucuct.itattract;D
Guetta u e- continua

,
e quindi A e- reale

.

(2) Vs go pongo Rs : = [8 , too) x IR .

Osseruo che VK
,
le E IN

DEDE un = cow fnzjkceiujhehteiux

e quiudi

" DEDhx un Hhqpg, =/ Coal Inpkth e-
h2



quriudi En 11 DID! uullhqpg,
<to per S> 0 the ,h

,

quiindi U E EM Rs ) peril Groll . 3 .

ai parti adore u E G su S
, -181×113=(0,1-0)×112 .

Per far vedeve che Ut=U×× Osseroo che

du)t= (Un)# e che I' eqeeazi one e- lineane

omogenea :
Covell

. 3 Covell 3

Ut = (En un)et En (Unh. = { Cnn) xx # (Eun)××=U*

(3) E ' immediate
.

Terminologies
Sia R reltaugolo wi Rd

, U : R→ Cl
.

Di co che U E di Classe Ck hehe var . Xi , . . . , Xu

(conned) se le derivates parziale DBU esistono

e Sono continue sur por Oguri b- = Chi , . . . .hn , O, . . ,0)
con Kl 5k .

Teoneuea G di wnicita)
Sia re i GT) x EMIT]→ a fanzine continua ,

e di Classe C ' wit
,
CZ wi x su (GT) x fait

,

che n'solve (P) con No continuo
.

Allora U e- Unica
.



Lemma 7
←

interview

Sia mi Ix EA , IT]→ Cl e si a cult) eucuct
.

. )) Vu .

Se re e- continua Cu E continua sus .

Se U E Ek
,
Cu E Ek see I e Dha Ct) = Cn (Dhondt

,

o))
th Sk

.

Diu

Ricardo che

TI

cult) = Iq, f rect, x) e- ihxdx .

- A

La eontinuita segue dal tear . di convo dominate
.

Ie resto dell
'

enunciate segue dat torana di

dericszi one Sotto ie segno di uitegnde (appliesto kvolte.

Lemma 8

gsu fest)
Sia y : Est )→ IR

"

fanzine continua e derivable su (oil)

che risolve l ' eg . diff . ordinaria if = f (t, y) see (QT)

con f : GT) x IRK→ Rk continua
.

Allora y e- C' sie GT) e n'solve y
'

= fct ,y) su [9T) .

Fate voi la dinostazione
.



Dine
. del teoveuua 6

Pongo come at solito Cult ) : = Cu (Nlt, . )) .

Voglio far vedere che en Visolve our problems

di Cauchy see GT) e- quihdi e- uuivoeameute

determinate the Htc fest) .

Per il leuuuee 7 (an Ie GT) ) Cn E continua su GT)

e ( con I = (GT)) cu E C
'
su (QT) e V-tcco.TT

f
lemma7

Eu Ct ) = Cullet (t . . ))

Ut -_ Uxx → = Cu (Ux, Ct , . ) )

condiziomi → = Linfen ( act , . ) ) = - hzeuct)
al bordo

+ lemuria

cristo uipreed .

Quiindi Cu sodedisfa Cuco) = CE e veg ,

y
'

= -my part ECGT) .
Per il lemma 8

risolve it pb .
di Cdwdy

{ I
=
- nay

y = cow .
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Complete 1a discussion dell
'

eg . del Cobre
.

Ricardo il problems :

Ut - ellxx

Uca , a) = UC .

,
-a) }

condiziomi di

poviodicita al{ uxc.int - next . -"I
} carb:{iomeuiizideUCO , . ) - Uol . )

Notazione

Judice can Ckpa l
'

uisiaue delle fuuziari MEEKER)

che Sono 2T - periodiche .

Teoreuea 9 (di non esisteuza nel Passat)
Esiste No E Cooper te . (P) won ammelte alania

soluzione U definite su C- 8, o) x Ek , IT] can 5>0 .

Dine
.

Sedge Con Con MEI t
. c .

(a) lout = OH
-k) per n→ Ies Hk >Oj

(b) ICH en
's
→ + as per n→±o Vs -o .

Per esaupio con := e-
In!

+ co

Pongo no := E coueinx .

-O



Per quarto oisto in precedent , (a) ⇒ No C- Coper .

Suppougo per assurdo che esista u soleeziome di

CP) definite su C-8,0] X L- a. IT] ,
e pongo VTEC-fo]

Cult) i = Cu (ult
,

. ) ) come at solito .

Dalla diwostrazione del teovaua di Uniats (Teor. 6

della leziene precedent) so che enG) = Con e-
wt

V-tefs.co] , true 7L .

Beso te Es , o) , (b) ⇒ (Cutty→to per u→±o .

in contraddeiziane con it fatter che cult) E e?

Esercizio

Jato No ,
Sia T* it massimo T tale che la soluz .

di LP) E definite su ft, O] .

Carahtenzzave Tx wi termini del comports mento

asiutotico di leg I por m→ too , per la precision
ie comportamento di logic .



Equazione delle onde ( lineare e sealane)

Versione generale : r aperto (vegolave) wi Rd ,
I uitervallo di tempo , re fanzine (vegolave)

Su Sir
,
VE (O , -10) .

L
'

equazione delle ende

e-

Up = V2 Ole

T T

ou
⇒ i 8¥. = div

,
u)

La costate v si chiana velooita di pvopagazione .

La soluzicne e- uuivocamente determinate se

si speeificauo le cendizioni iuiziali

UCO
,

- ) = No , Ut (Q . ) = Ui

e delle cendiziomi al bordo , per eseiupio Dirichlet

( Uca , x ) - O tlxedr) o Neumann (# C. x) Vexed)
T
deviate normale .

Interpretazione fisica

del r E un uitevvauo e rappneseuta una sbarra

Sottile di material elastic onnogeneo

(ad eseuepio un metallo)



Iu presenza di un
' onda Sonora i punt della

sbavra oscillate ovizzontalmeute (Onda longitudinal

o Onda di press ione)

panto Pan coordinate
x a viposo
t p

I I > I >
o x o

' if
Hult

,x) = posizioneAllow u sodolisfa I '
equa 21

'
one

dip at Tempest
Utt = V2 Uxx

Con V velocities di propagazione del suono .

dez r rappreseuta una piasts sottile di

materiale elastica che vibrio verticalmentee

Conde trdsoevsali)

p P

l l

y
l I act ,x)

x

Uct
,
x) = spostaureuto (verticale) at tempo t

del punto P di coordinate X C- R a viposo .

Allow u soddisfa leg . He = VZDU

(per oscihaziari piccolo) .



Dericszione per oude longitudinali wi dim .
del

(senza n'corner alla tenia dell' elasticity

Idea : approssimave la sbare con Wu Sistema di
"

Motley ,

motte
t.

MM NW Nhl Win . . - i

t last.
masse puutiformi a distanzas (a riposo)

Massa di ciaseuu punto : f . 8. A

T T
deusita sezione della
del mater . sbark

Legge di Hooke por le molle ( lineavi) :

la forza esercitata dalla molla su un estrela e-

divdtameute pnoporzionale all
'

alluugalneuto della molla

Crispell alla buughozza a riposo) :

F = C De

p
Costabile
elastica

della Motta

se uirueagino che la molto Sia formats de una

sezione di luughezta S della sbarra

C = Ce . A-

p s

costate elastica
del materiale



Consider Is massa K -esima delta sbavna

( positioner a riposo x=k8 , posit . ui movimento Hult,x))

Massy
,

Ck- I)-esind masse k
-esima

t,
⑥ O G

x- s Luce,x- S) xthectsx) x
!select

,
#S)

alluugameuto della holla a sin .
i Uct

,
x ) -act ,x - S )

alluugameuto delle molla a dx
.
i Uct

,
#S)- Uct,x)

forza della molto a sin
.
:
- CeAg@Ct.x) - Uct,X-S ))

forza della molto a dx
.
i 1-

CegA_fuCt.xxS1-UCt.xDfovzatotaleiF-CeA_g@G.xtS1-2uCt.x) -1 Uct, x- s))

Quiudima-Fdioeutap-S.AiUltCt-CeA_g@Ct.xtS1-2uct.x) -1 Uct, x- s))
accelerate

.

della massa
K-erina

(wi posit .
de

niposes x
)

cite

U# ( tix ) = § Uct ,# s) -2kt ,x) tact, x- S)
82

e passant al limit per S→o

U
# = Cf Uxx

( Uso che peu f ECHR) lgujuo texts ) -Zgffxltfcx-f ) = f
" )
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Risoluzione dell' eq .

delle Oude

wi dimensione I taunt Sdt

Utt = Uxx (V so fissato)

condiz . di periodicto ME ,- a) e- UC ,t)④ ( al bordo un:
""home

. dataconditioner iwiziale

Risoluzi one formate : servo Uct , x) = If cult) ein

Up = VZ Uxx

11 11

[ En ein E - nzueeueiux

quindi Eu = -WVZen
, quiudi a ri solve

{
Y
"

- -nary

yco) = Cow is Cacho)
y
'

(o) = Ctu is Cu (Ui ) .



par u=o , Colt ) - Coo + dot

per u -40 ,eult-yueihvtppne-iuotanxu-eog-tz.hui Bu - GI - acute
Iwfiue

actin = Got clot + ↳Knew
#vttpneihcx

-ot

)
risouvo u come

nct.xl-cgtcbt-g-cxtvti-g-cx-vtly-cxtvtleg-cx-v.tlSono onde viaggizuti .

Alteuzione : la Seconda formula e- specified dell
'

eg .

delle Conde j cauebiando di poco leg . rien ble

una formed analogs .

Usaudo eutnovube le formed olteugouuteonaua
di esisteuza .



Teoveuea I Esisteuza ,
1a versione)

Se Mo E Gpa e U
,
C- C'
per , allora esistono

Coo , co, EE e ft, g
-

E Cfa can integrate
hello Sue period t. c .

④ Uct
,
x ) : = eootcottcetcxtvtltcfcx-ut)

e- una fungi are CZ su Rx R
,

21T- periodica uix ,

che n' solve (P) .

Iuoltre se Mo e U , Seno fuezioni Kali
,
U E reale

.

Lemma 2

Data h : R→ Q continua an primitive g e TSO,
ahora g E T- periodica ⇒ be e- T- periodic

e fothcxldx -0 . Seh ET-per .

Dim
. gcxxt) - gas = [tthctldt #fothctldt

⇒ g T- per es le T.pe e O - §*hdt .

⇐

Dim
.

Passob i press
' Coo

,
do

, Q
"

e Cf come sopra ,

U E sempre CZ su IRXR
,
2K per . wi x

(⇒ u soddisfa Ie card .
di periodic'etIui(P))

e Utt = V' Uxx .

Iufalti Up = VZ cftcxtvt) + rt if
-

Cx-rt) =U2u* .



Passo2 : cevco Coo , c'o e GI t . C .
U soddisfa

le condizioniiuizia.li wi CP) :

{
Coo -19++6

-

= no

clot Vliet- it ) - ul

a-OE

{
cette

-

= No - do = : go C- CZ

⑥+-g)
'
= Wi-FI - hi Ed

pongo Coo i - I!Uo ,
do : = I!U , ,

in modo che go e le
, hanno integrate hello

Sul period .

Per il lemma 2
,
eh , ammeter una primitive

g ,
E Cpa e posse driedeve 1%1=0 .

Ie sistema diveuta

{ 9++9
-

= go woe 9-1=90-192

at- a- =g ,

{
g- = GET



Teorema 3 Esisteuza , 20
'

versione)
Dati No

,
U

,
i EA

,
IT]→ E continue t. c .

as A

[ 1h14 coal <to e Elul Khl Cto
,

- cs n -A H

culled edu .)
allots

④ ult
,xli-cg-cgttuqoxueiuktvtypneiucx-u-tt.VE

Vu

con an Cog + E÷u , Bu is CI - Eth ,

e- una fuuzione di dasse CZ see IRXR
,

2T- por . wit che n'solve LP) .

Iuoltre se Mo e U , Saro fuezioni Kali , U E reale .

Ossevr
. No C- C'

per
⇒ Eluklcoaktes ⇒ Hofoper

U , Ecker ⇒ § lullChul Cto ⇒ u ,
c- e'per .

"

Dim
Ie punto e- far vedeue che la Serie

wi converge totahmeute an tutte ee

deviate fine all
'
Ordine 2 .

Passob : eonoevgeuza dells Serie wi#

DEDE on = ahfiuvjeyiujkeihcxtvt )

+ pnfiuvjhciuykeiucx
- ut)



Quiudi

11 DEDEVuk
Lqpe,

S Vh Wh" ( Kult Bul )

delle fornude

an Cog + E÷u , Bu is CI - fit ,

dteugo Kul , I Bul Stoudt Kahlil , quindi

11 DEDEvulture, S Vh Wh
"

( lent Knuth )
e

¥011 DEDEVullo Suh⇐olhlhtkkoul
+ oh- ' ⇐olulht

"

ICH .

le ipotesi su Con e ch uiipeicauo che

¥011 DEDEVullo <to se htk S2
.

Questa divests are WE CZCRXIR) e

DED's a = & D:D: un (s )

( laurea oisto nelle lezion's precedent)



Passo 2 ! U*=V2U×× perche l ' equaziare
e- liueaue

, gli addeudi Wu la soddisfauo

e hole (b) per Ult e Uxx .

Passo 3 : U E 2K- por . uix e quiudi soddisfa

le cendizioni di periodicals we (P) .

Passo le i U soddisfa le Cardigan iuiziah
'

wi
.

rfufaltu

Cn (UCO;D = Eh = Cuco) ⇒ UCO;) - Uo ounque
T pavia del prob .

di Candy
che determine Cn

Cn (Ut (o;D - Encino;) ) & checkup-9 Udo, 1=4940 .

T
lemma nella
lezione precedent

Passos : se No
,
U, Seno reali , cow -- Ctu e c'n=CI

e quiudi Vo E beale e Watkin e- neale
.

Vevifioatelo !



eoraua 4 ( Uniate )
Sia Ui Ix Ea , IT]→ Cl soluzione CZ di (P)

tuitevuduochecontieueo

Allora u E Unica
.

Dim
.
Basta diwostrave Chee cult) i = Eu (Uct , - D

Saro uuioocauieute determinate da (P) , e

pice pvecisameute risoevouo

{
it - - nary
Y = Con

Y'G) = C'n

La diueostrdzi one E la stessa che per veg . del

calorie
.

Ssewozicne conclusive

• Se n n'solve N*=W2U×× allora andre left;)

risolve Uct = V'Uxx .

Quest spiega pack l
'

eg .
delle Audie si n'solve

Sia wel future eke wel prassato (a diff .

dell' eg .
del calorie) .

o Risolubieita wel future end puseato ⇒ la vegobvita
della Sol . e la stessa dei date uirzidi

( nessun effete vegobrizzawtel .



AM 3 20/21 Lezione 23

12/11/2020

Variant
'

delle Serie di Fourier

e application

A) Serie di Fourier sie fait]d .

Data U E L2 ( C-AMID )

↳%
,
Cy .

ein.fmoehgg.se#aneUCx
) = E

Con Cy = each) is d f real . e-
in"

dx

[HIT]d

base soltouitesa : G-
= { eiux
Gk

: the Id }
Per dimestore chef e- una base poteete

procedure come nd Caso del
.

Oppwveusateche qizga= j.d, eiMFon
e ie f-alto generale che se { eu : HER } E

una base di EN ) allow

{ j%, eujlxj ) : Ms . . . , nd Ek}
E una base di L2 (Xd) .



-

ornude significative : Data me ChefRd; Cl )

( eioe re : Rd→ Q za-per . uiogui variable)
allow Endou) = in edu) true Id .

cioe eyC8¥. ) = i m-jcu.tw) the
, -Vj=b . . . , d .

Data we open (Rd ; E) allow ey (Ou) = - teledu) .

Applied zioni : risoluzioni di EDP su E- HIT]d con

condizioni di periodic'it5 at border
.

Ad esaupio e'eg .
del calorie e delle Conde

.

In guest ease i visultati series gli stessi

olteuuti per del .

BJ Serie di Fourier reale Su fait] .

Data WE U( East)

④ next = Aot ⇐ (An eoslnxltbnseucux) )

con do := findx ; an ¥1!ucxseoscmxldx ;
bn : = Iq !! Mex) seucnxldx .

Base soltoiutesa : G- = { ¥g, }U{ 00%4 ; seeing i let
,} . . .}

Per dimestrove chef e- una base potetepnoeedeue

come per il Caso reale
.



Poteete audie otteue.ve#divetlameutedaUa

Serie di Fourier CompteSsa di U ,

I Serie in semi su [91T] .

Data U E L2 ( felt] )
as

④ next = [ buseulux)
4=1

Con bn- bulu)i=3fo" next Seuluxldx the -1,3 . . .

base sottiutesa . G- = { ME Sen@x) : a- 1,3 . . . } .

Per dimestave chef e- una base men sipuo
Usave Stone -Weierstrass perches spare (F)

men e- un
'

algebra di fuuzioni ( seuxespanfhf)
ma seek ¢ Span (F) .

Tultavia - che uiuplees la completezza di tf -

put essene oltewuta della Serre di Fourier

reale di T
,
court esteusione dispar di

n a Faith .

Formula significative : Se u ECYGNI) e

Uco) - UCH -O allora bncii ) = - h2 bhlh)



Application : visoluzione di IDP (ad eseeupio

eq . del calorie e delle Conde) een Condizioni
di Dirichlet al bordo sull ' uit . speziale GIT] .

{ Tut oYuc , cand . di Divide .

UCO
,

- I = Uo

RiflesSione

Cosa vendee la Serie di Fourier (o la

Serie wi semi) cost adelta a visoloeve

abune EDP significative ?

Thisposta : la formula che college Cutie) e Cutie)
cioe I ' ideutita formate)

(Eeueiux )'s Eeuiueiux

Quelle che imports e- che ein Sono

autoveto ri della derivates e Samo ortogonali .



Damanda i

Dato un operative (differentiate) T, quaude
E possible trooare una base Ortonormale

di autoveto ri di T ?

Forse se T E autoaggiuuto ?

Defining
'

one

Tato H spezia di Hilbert , D soltospaziodeuso ,
T : Dix H linear (non heeessariameute

continuo) , dice che TE autoaggiuuto se

(Tx ; y > = Cx ;Ty> Vx
, y ED

Proposizione

Sia T : DCH → H autoaggiuuto .
Allora :

(a) gli auto odori di T Sono reali

T NEE E auto . se Foto t.c.TV-RV

(b) date' dit Az Autovalovi , i covrispoutewti
auto spazi Va

,
e Vac Sono ortogouali .

Quest E un enunciate gia oisto ad Algebra linear .



Puvtvoppo T autoagg into non basta ad aveve

un teoveuia spelthole (qualeosa del tipo
④ Va = H ) . Yu porticolane potrebbao was
a auto

essewi autooalowi
,
meanche set e- continuo

.

→ Corso di Istituzioni di Aualisi .

Esaupi

1
.
He LY ENT] ; e ) , Di -- Cfo ,

T : Mrs - it
.

a) T e- autoaggiunto ;

b) T E semidefinite positive ;
c) Ru = MZ con Meo

,
I
,
. . . Sono gli autoualov i

Cen autospazi Vu = Span { et
thx

} .

E si pivot trovare una base di Hilbert di

autovetori dit (giauisto ! ) .

Dim
.

PassoI.Date u, v c-D

< Tu ; v> =L!- iivdx
' - T f) -

ifeng.IE → = - I uol.at I
,

nivdx = tiny

÷
perche riv

E 2K-per .



a) Ctu ; v> = Giri> = ( u;Tv>
T T
Passo1 PassoI

quvindi TE autoaggiunto .

b) Stu ; u>
q
sie ; ie> = Milk IO .

pass01

a'OE te semidef . positive .

e) Sono caKoli su eg . diff . ordinaries :

si Trotta di risolveve ti - Xu an

condizioni di periodic'et5 . . . .

2
.

His L2 (EKITI ) ; Die CHEF, ITT) , T : nets -ii
.

Allora T non e- auto aggiunto !

Verified voi .

3
.

H -
- L2 (Cont ) ; D= { UECZCESITT) .

- Koku of;
T : u ↳ - ii.

(a) T E auto aggiuutoj
(b) T E definite positive ;

(c) An = MZ Cen u-1,2, . . . Sono gli autouett .

dit con autospazi Vue space {Senft)} .
Iu porticolove esiste una base di H .

di autovdtovi di T .



Formula chiaue i th,VED

(Taio> = - lievl
" tfoiivdx = Lie ; is>
÷

O

perch-e Not =O

Fate voi il resto
. . .

4 .
H - L
'

( cont ) ; D= H ; T : Uts re -

g

Con g E
LO ( Cosi) . Allora :

(a) T E autoaggiuutoj
(b) se g so T E def. pos . ;

(e) se g e- iuidlevo , Trion ha autovdovi .

Dim .

a) : CTU ; v> = f'g. a. vdx = Lu;Tv)
O

(b) i Ltu
,
u> = fog U2 dx go e Vale =

Sse guZ= O g. o .

,
A'of CEO g.o .

(c) doto NE IR
,
U E H

,
Tu = The ⇒

gu = Xu ⇒ get g.o . ui { x : Utd .

⇒ I { x : let031=0 ⇒ U=o go .

Non Ci servo autovettori .



Disuguagliauza isoperimetvica met piano

corona

Sia D un compote wi R2 een OD di classed
.

Sia A : = IDI ; L .

-

= perimeter did = laugh . did .

Allora
L2 % 6A A

e vote = see solo se A E un disco .

Covdlavio Tna tutti i D an area fissata

queUi
di perimeter Mimmo Sono i dischi .

Tracie di dim
. nel Caso DD Sia parametrized

da un
' Unica Curva 8 . ( Ci si peut vicardune

a quest Caso - pnovateei ! )

Posse supporter che fi EMIT ]→ 1122 a IC

abbia veloeita costate ( 180k¥, Vt ) e peveovno
OD in sense autiorario

.

Passo di LZ = 24 118 HE .

Passo 2 : A = { L- if ;D

( j ; 8 > = 1,78 Edt q
- iy ) dxtcytix) dy

8=8×-1 ily

Gauss - green→ = fzidxdy = zi A

D



Passo 3 :

LZ = 2A 1181122 = 41T EKult ) P
T T n

Passos Parsees)

= on Eun
'
Ien

12h23
n the I→ % UT E MIGHT

evade = Sse

a- I 00
= at §eufijl.eu#Pavsevd-s=2AGi8;D = 24A

,

T

Passo2

Passo le . Vale = nella Catena sopra Sse

Geo Hut 0,1 , eioe Oct) = Cote ,
et't

che E una a'heonfeveuza .
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Esereizi

It

g
Ut =2tUxx sull' witewho spae . Exit

condizionidipevidi.atI al bordo

UCO, . ) = No ← fuuzione data

Cerco Wwa formula h' solution scviveudo re in

Serie di Fourier wi x :

Cs

Nct
,
x ) = [ Cult) ein

-O

Nt = If duct) eiux

2"tu××= 2T If - React) ein = Ig - art cult)ein'

Quindi cu ki solve

(**) { Y
= - sixty

yco)- Con : = euluo)
- nztz

cioe en et) = cone .

Lee soluzione di (P) doonebbe essene

* act
,
= If cow e-WE eiux
÷



Teovaua di esisteuza
as

Se Mo : f- IT, IT]→ Q continua te
. § @out Sto

allora

(a) H) definite aura fanzine n : RxRTE

continua
,
2K- periodica wi x ;

(b) m e- co su CRI {G) x R ;
(e) ne n'solve (P)

(a) Uso che

" Mull
L%RxR,
' KEI

e guiudi la sente wi converge tot. see IRXIR
,

e wi pauli
'

@have u e- continue .

(b) Ossorio che th, K - O, 1,2, - . .

DEDE Un = du Paca ,t) @ugk e- h2tZeiux

can Pee polihowio wi met di grado da inn .

Fisso S -o e pongo R 's [8, f) x IR
e RI is ft , - S) x IR .

" DheD3unHLqp§ , skoal calmdetention,
Qwidi EDY.DK, un converge totalmeute su RE
e quiudi U E CO su Rst e quiudi



e- CO su Ug,o(Int ( Rts ) u Sutch's ) ) = (Rws)xR .

(e) Come al soliton
. .

Tarana di unieita

Sia I uitewallo che continue 0, Ui Ix Ea, ITT→ a

fanzine continua
,
C
' uit e CZ wi x su 640378 EAT]

,

che n' solve (P) . Allora U E Unica
.

L
'

uniats dei coeff . dit. Cult) segue did fdltodee

cu resolve ie prob .
di Cauchy (**) .

2J Risolveve
↳

fuurzione data continua

(p, gut = DIU
1- Et VA) sull

'

wit
. spaz . [0,1T]

rule , ol = UC .

, a) = 0 cord
.
di Dirichlet

( uco
,
. ) = O

Scriver n e V wi serie di semi uix
,

NCt.x7-EbultIseuCux7jVCxk.Ieuseu@x3.net
= & bitt) seulnx)

11

Dhxutetv = & @act) nut e- t cu) seucux)



Quindi bn

misology , nay + e-ten
yco)- O

aioe buCtI=£uq Cent - e-
t

) .

La soluziene di (P) dovrebbe essene

* met,x) = & ffg,

Cem't- e-t) seulux )
-

Uh

Mi aspdtoconvageuzapuutua.be solo per t so

e mi aspelto Carr. total per te fue , Ef ma

non por te fo , O] .

Preso we so
, pongo Rm := flu, o] x IR e ossevvo

che

" un "
ecru, skinny cistern) - OG )

quiudi la Serie Eun converge totalmentee Su Rm ,

quindi U e- beer definite e continua su Rm

e aware see ↳ fun, o]xlR = C-go]xR

Siuiieweute uuodiueostho che se E ful Sto

allora U E C '
su C-go]x Re Chui x

su C-go] x IR .
Iuoetve De

,
commutateDilmun

,
u

con la Serie che definite re .



Si demostho allora i

Teoveeua (di esisteuza)
as

Se re : [QT]→ Cl E continua e § Kul at co
alloa U data wi CH E una fuuzi one

C '
e Chui x su C-co , O] x IR che visoeue (P) .

Si dtieue una dimestazione pin sempeiee Scrivendo

U come

rect
,
x) = E- Ifm en't seen@x) - e-

t 9%+4 seucux)

-- -

W Ct, x) f Cx )

si ottieue uifatie che w e co su fo, of x IR

e f E ch wi IR se El cul Ctu .

Si diuiostva aware un teoreuia di wuicita

e di non esisteeuza Mel future per V

generics , auche vegolave .

3J Eseuepio di mon uuieita .

(P ) {
Ut =U×× See fait

MC .

,
- a) = Uco

,
K)

UCO, - ) = No

La soluzione men e- twice
.



Iwfzttei poteete trove una soluziene U , ear

condizioni di periodate at border e una lez

Cen cendiziari di Dirichlet at border

( Usando wi opportune Serie in semi ) .
E quest due soluzioui men coincidences .

Iafrate
'

All Ct ,x)= §§ eye e-hit eiux
e quiudi

Milt, t a) = § conf Du e-
hat

e questa fuuzioue men e- mai O ,

e qeuhdi Ut Uz .

4J Esempre di mas esisteuza (ne nel

Passat nie nd furtive) .

( p , { Toti
"

periodicals at border

NCO
,
. )= Uo

Ut CQ . ) - u# (g.) so } Andizhan
iuizidi .

Non hee solution nie ud passatone red feature

per Wo generate , audie Capa .



A

Servando Act
,
x) = E cuttle'm otleuete che

- as

cu resolve

gij-8myyco-e.fi- Cutuo)
Y'co)=y" Coto

eq .
earth

.

R3=8u2 ha Sol . 2h43
,
m43fl±Bi)

e

cult) , eq (ten
"'t
+ 2g e-

n'" t
cos h43t))

Gu generale cult) # O Sia par t so deeperto

Gu parte Colas preudeudo
Cs

Coa - e-
H"

no , [ e-
hit "2eiux

-w

allora No C- Efa ma cult )# O putto

quindi men put esisteue alkema sole
.
U .


