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Disuguagliauze e spazi LP

Disuguagliauza di Jensen
Dati . X

,
A
, µ con µ(Net

. f : Rd→ fo, too] convessa e semi -
continua inferior

. (s .ci)
• u i X→ IRD sommabile (eioe I heldpesto

⇒ fxudpeesiste E Rd )
Allora fo u e- integrable e

(*) f
,
fo u dm%f%ud§

Ossew
.

K

' Per la precisione, (fo u)
-

ha integrate finite
. Iwtevpvetaudo µ come probability)

si riserive come E. (fo u ) I f ( Elul) .



←
Somma finite

° Se u = § di 1 Ei con Ei disgiunti
t

.
c
. VEI -- X allora 4) si ri duce alla

disuguagliauza di comessita .

Post uifatli ai : = ME i ) ho che Rizo , Edi- I
e

f fo u doe =/, { fly it - IE
i
die

= § Xi fly i)

I f ({Xi yi) = f (fu dm) .

Sipho partie da qui por dinostrove
! in generale (non to fare ) .

. La diSieg .
vole an che se f e-

definite su I intervalo e re : X→ I
.

Ci si piece uifatti vicondurre at Caso

precedente esteudeudo f a tutto IR .

Dimostrate che tale esteusione esiste .



(Per eseuepio ,
se Te Costco) e fly ) ie - logy ,

quote testeusi one? )
- Sef ha solo valor i finiti

,
allora e-

automaticamate continua
.
Ju generale

I ' ipotesi chef E s .ci
.
e- necessaries

.

- Se ocpecxktcs la disug .

di Jensen od

modification come segue :

If ou die s f (fjudgu)
dove f

,
gdpe = media dig ⇐↳Gg dpe .

Per la dimostrazione ai si ni conduce at

Caso precedente sostituendo µ con te : = m.pe ,

con he is 1-
Mx)

Dine Pongo yo : - fu doe . (8) debate

8) f×foudM I ftyo ) .



~ 96) = a.Ytb

Prado lo : Rds R affeldt . c . to Sf .

Allora

§ fou dress § Goudie =) a.utb dpe
x

= ayotb = Of Cyo) .

Conclude ascender ie segment

Keung t f : Rds fo
,
to] carvessa es .

c. i

ft) sup ¢ (yo) = fcyo ) Wyo C- Rd
¢ affine
to Sf

Questa e- una carat .
delle feuezicuif

converse e s
.c. i

.

su Rd
.

La dimostno per D= I e f : lR→R

Prorate a fare voi il ease f : IR→ Go , to]
o andre il Caso generale .



Yu tal caso ie sup ai G) e- we wax
ed e- raggiute preudeudo

of Cy ) is a .ly -yo) + fly o)

on AE [f'Go ) , f'Hot )] .

← .

← ol

i y
Xo

Dalla dive
. sopra hoche

fou se
, Goa← souuabile

⇒ (fou)
-

s ou)
-

← somabiee

⇒ •WE ssomieeab.hnBe
..

⇒ fou e- integrable .



Norma LP

←
Chimento "

esponeutetisso p E ( l , to] di souuuabilita
,

Date' p , , pa di co che sono esparent
coniugwti se ¥,

+ fit ( cow . -

- o)
se p e q sano coniugati Allora

p --Z⇐ 9=2 , p- b⇐s go too .

Dati :

o X
,
A
, te

o f : X→BT
oppure

Rd (miserable)
o p c- [btw)

Defence

p
Hf Hp i = ( 4,1ft Pdp)

&

"

hernia LP di f , (men so Ancora che e- uuanoma)



Defusco iuoltve

H f Iles : = inf {me Lois] / Ifl Sm re- go .}
"
sup .

essential
,
di Ift

(confronted Carla def. di sup .

di f )

OSI f) Hf Has s ¥1 If exit

2) hella def . di 11 fellas
,
l ' wife un

Mimmo
,
in alte parole role

If KH S H flies per µ
-

go . X

3) H f Hp = O ⇒ f = O 9. o .

4) f , - fa go . ⇒ Hfi Hp = llfzllp .

Verifeeave poe ex . quarto appeuadetto !



Disuguagliauaa di Young
Ai

,
Az90 ,

Xi
, 1290 t. c . R , -1112=1

Vale
api air sina.tw (t)

uioltre vale = Sse a,
- Az

Dieu Se ai o Qz=O (x) e- Olivia .

Suppongo ai , as so e passo al logaritueo

ihlogaixihlogazs log (dia ,-1%1

Vera pee la eeneaoita del logarituco

Ie resto dell
'

enunciate segue dalla

stroke canoessits del logavituo .



Disuguagliawta di Helder

Date f. , fz : x.→ HI (o Rd ) e pi , p, coning,
allover

ftp.llfddpesllhllp , Hfzllpz .

Vale a patio di porre too . 0=0 nd

pro dolto a destra dell
'

agnate .

Dim .

Se Il ftp.so/xcsoHfzllpz=0/-es la dive .

E immediate
. Suppaige HfiHpi C- Costco) .

Case I : p,= I e Petes (o ie centauro) .

Sff ,Hfzldpe s ftp.lllhllcsdoe-llfzksflf.ldp
x

Caso 2 : Isp ,
, pasta .

Prado g so

lil valor preeeso lo sedge pin sotto .)



§ 1h11 f. Idp = ! (or If , peg fi nippy tide
- -

91 92

= § 9?
' 912 dm

disug . S § dig , -11kg , dpe
di Young

= A , JP ' Hfillp
,

't 1289211 fall p?
- -

Caso = nella a , as

disug .
di Young : = that Azaz

Vale preudeudo
Otc . aras .

→ = aihlazk
controllane che = Hf

, Hp ,
Hfzllpz .

tale y en'ste !

Osserv.

• Bati f
, ,

. . .

, fue pi
,
. . .

, Pn t.c.fi . . - it bpn = 1
And

§ Kil dpe S 1.711 fill pi
Dine . per esereizio ( inclusione sun Opp .

dinoStazione dinette generalizeando Young) .



• Case uguagliawa ui Holder i

se O < Ilf
, Hp , ; H fallpastas allora

valet
,
ai Holder Sse

es iste CE (o, tu) tic . If
,
IP's clfzl P2 go .

Dimosithozi one per esercizio .

Disuguagliaws.ee di Minkowski

Dato p e G , to] , f , , fz : X→ Bopp .

Rd

allover
Hf

,
+ fall

p
s H f.Hptllfzllp .

Dim
.

Caso T i p =L oppure p - too .
Casi seeupliei ,

face per esereosio .

Caso 2 : I spells , 041ft fallposes .

11ft ftp.P-flfitfalpdpe
×



S § (If , It Ifat ) lftfzlp
"

dm

= § If , l l fit fat
P
- '

dpetflfzll . . . . . Idp
×

Holder → s Hf , Hp H tht ftp.t/lq-llfdlpH---.HgCen q coning .

dip
= Clf ,Hpt Hfzllp) H fifth Hq
-

H
p- IRiassuweudo A fit f. Hp

II f.+fall pp s ftp.ttlfzllp) H fit fallpm

e olteugo la tesi dividend per Hfifzllp?

Caso3 : KpCto , Il fix http = 0 Opp . the

Ye case so e- bauble
.

Ie cases to segue dalla disug .

H f , + fall PP S 2M (Hf , ftp.t/l.fzHpP )
↳ variant now ottimale

della dis us .
di Mink

.



Dimostviamola :

Ilf
, tfallpp =/ If , + ful Pdp

x

= lfitzfzfpdpe
XP e- comessee s 20 § { If ,

I Ptlglfzlpdpe

= 2h (Hf , Hpptllfzllp)
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Eontiwuiauue con la costume degli spazi LP

Fissiauio X
,
A
, µ , PEG , to] .

Proposition

liiusieme LP delle fuwsiaiu fi X→ IR (o Rd)
mistersbili tic

. Hf Hp Ctu e- uno spatio
vettoriale e H - Hp e- una seminovena@ EM .

Dim
.

a) Haft p
= HI Hfllp sellftp.stcoodtoccalcoloimmediate)

b) f EEP & RER⇒ af ELP

e) Dis .

di Minkowski : Hfitfzllps Hf , llptllfatlp

d) fi , f, ESP⇒ f,tf EEP

e) H . Hp e- una seuiuovuia ⇐ a) & e)



p Mori E una normed su EP perdie

N : = { f ELP : H flip -0} = {f : f go .}
> { 03
[ fate f se et centime
uisiaui men vevote'

Jefe'uizione e µ- malli

Si pone LP := SPIN = 2%
dove f

,nfz If fifa 9.0 .

Per ogui (f) ELP si pone H Cf] Hp := Hf Hp

11 Hp E una norma su LP
← defiuizioue

ben posta

Falta generale : date V spaz.io vettoriale con

seuiuovwa H . H
,
si pone N : = { Well i hull -0} .

Allora N E un sottospatio di V .

Pee ogui to] E VIN si pone H Ev] His HoH
,

la definition e bae posta e H . H E una

momma Sn VIN .



Important : nella prati ca si paisa agli

clementi di LP come fwusoioui .

Ma attention : arte a operations, non Sono

legilleuee su LP .

Per eseuepio , pre so Xo E X
,
considero

{ felt : fool-0}
non E un Sotto insane bar definite di LP

(a memo die µ(Exo} ) so) .

←s
abt f e- sommabiee

Peu Centro

{ f ee i ↳ fdpe -0}

e- pevfeltameute bae definite !

Teoreena principate ( dimosthoziarelapnox.kz .)
o spasm LP e- complete !



Notazione

P
= LP (x) = LP (X

, µ) = LP (X
,
it
, !)

per le funzieni a valor i wi IR

LP = LP (X ; IR
") per le fans .

a valori wi IR
"

.

Yu portico lane, se r c Rh ,
Scriver sempre

LP (r) ; LP (r; Rh) dando par scentato

che ! = &
"
Ceistretto art .

Prodolt sealane su LZ

Date f.
, fa E L2 Cx) si pone

( f
, ; fz> : = f fi fzdte

×

Ossever.

• be def . di tf , ; FD e- ben posta .

Basta far vedeve die fol f,fat doe Lto,
che segue da Holder :

f I f. fat dpe S Hf ,Hall fallacies .



• Hf HI = Lf , f> tf E LYX) .

• Iuoltve I Edm ) s ftp.fddpequiudi
Kf , if>I S Hf , Hz Hfdlz

(Cauchy - Schwarz ) .

• C. j .> e- we prodotlo sealane definite pose
-

perches Sf ; f> IO e
Vale = Sse If 12=09.0 .

WOE f =09.0 .

alot f=Oui Sensei L2
Osservazioni reale

Dato V sparoiovelt.hn prodolto sealane L ; 7,
allow L j S si vieava datta horme assonata

H - H trauivte l ' id . di polarizzazione :

Tv
, ; VD =L

,
(Hvitvzll 2- HV, -02119

( dive . uiwuredeata a partie dalla def . di HH )



• Dato V come sopra ,

Vale e
' ideutita

del parallelogram ma
'

. HM
,
Va EV

Avi tbh 't Hv
,
-02112=2110,114211Valk

Usando questa identities si divests die

la uouua di LP device da au Rodolfo

sealane solo par p =2 .

• Falter mon oooio : se V E une spatio
con norma H H e Vale e '

id
.
del

parallelogramma aHora Hall denies da

un pro dolt sealane .

Ye punto e- for vedere che Lj > definite
cholla formula di polar iozazi one e-

lineare wi eieaseuua variable .



Esevcizi

1
.

LP (G.D) soddisfa I ' Iden
.
del parallelogr . solo Sep-2 .

Prouder f
,
HE ,

,
o] , fz : - I [o , if .

Allora

11 f- tfzllp =L
,

'

b dx = 2 ⇒ Hf
,
+ fall p=

2b

H f
,

- fall p = Il fit fzllp = 2b , Hf , Hp - llfdlp - I

Se vale l
' identities del parallelogramma allora

11 fitftp.tllfi-fzllp-2llfillptzllfz/lp2cioez2-p+z3p
= 2.1+2. I ⇐ p -2

DoManda : per quali X.A .pe vale Eastessa
conclusion !

L

f
con la mis

.
di Lebesgue

2
.

Dato Ruperto ni Rh e f : r! IR continua

a Hora Il files = sup tf l

Ossera.
ter

Da questo segue e
'

abitudiue di indica re la

norma del sup delle fun2-i om
'

continue on H . Has .

tu generale vale solo Hf Has s %up× I fall .



Devo diueostrare che Hf Has % s¥qlfcxD .

Dato me sup If I seeIgo Xo t.c.ms/fCxoIl .

Allora en'ste U uitoueo apeeto di Xo tic .
he s f Cx) l H x EU

.

Siccome 101> o e Hf Hof Ifl a. o .
Su U

Tengo Hf HesI m .

Condado preudeudo it sup su m s sup Ifl .

Variante Dati X
,
A
, ! , can X spazio meth

'

co

e A che contiene gli aporti (⇒ le fuuzioni
continue Sono misurab

.) earalterizzare le pl
per Cui vale lo stesso visultato .

3.

§ tell) atw e p , spa allover LP's Lpz

pin precisameute SP'sEP) .

Caso pastes .
Data f ELP Z di mostro che f ELP !

Hf Hp?' = f
,

IfY ' . I doe

Holder con
s 11 If l P' Hp Hb Hq

p , q
da decider



see logo pic .

= (f) fl"Pdm) & 9dµ)&
Pip , =pz,

= Hf Hfi (MN )&
cioe p = palp ,

⇒ ta - R
- P

.

= It ftp.fpecxDPFY
'

Pz

Riassumeudo : Hf Hp
,

s (NCD)
¥ - K

Hfllpz '

Questa stina
, grazie at nisultato sotto ,

dimostra

auche che l ' inclusione i : LP2→ LP '
e-

continua
.

Propositi one

Date V
,
W spazi wormati e T : V→ W lineare

,

i segueuti enunciate
'

Sono equivalent :

( i) T E continua wi O ;

Cii) T e- continua ;

Ciii) T E Lipschitz : Fc t. c . Htv . -Tvzllwsellvrvzllv
per ogui Vi ,Vf Vj



Civ) Bc t.c.tlTv Hwsell v Hr per ogni v EV ;

1H Fc t.c.tlTv Hwse per ogni v EV t. c . 1101181 .

Iuoetne ee costanti ottimali in Ciii) , Civ) , ly
coina'dono con C is sup H Tv Hw .

VE V
Hull vs I

Dive .

(v ) ⇒ Civ) : per ouiogeneitd della mouna .

Civ)⇒ Ciii) : per liueaita dit .

Ciii)⇒ (ii)⇒ (it : immediate
'

.

( it⇒ (v1 : T continua in o

H
78>0 t

. c . Il Tx -Tol H S l se Hx-01158
I per oueogeneita della norma

HTx Il Est se Hill 51
.



AM3 20/21 Azione 6

5/10/2020

Teorema

Dati X.A , µ e p e Esto]
,
lo spatio LPG)

e- complete .

Gunned

Dato CY
,
d ) spatio metrics Vale che :

(i) ogni successione (yw) CY t . c .

as

[ dcyu
, Yum) stw (8)

UH

e- di Cauchy ,
e wi partiedare converge se Y E complete j

(ii) se ogui sua . (ya) CY che soddisfa

converge ahora Y e- complete .

Ossero
.

Non tutte le sua
. (yn ) di Cauchy

soddisfauo (*) .
Date voi un esaupio ai IR .



Dim
.

(e) Per man Vale
M- I to

d (Yu , Yu) S E d (Ya, Yuri ) sEd ten,Yeti) .

P Kem Kem

disug . triaugotare coda di serie converge .

Iuoltne V-E so I met. c .
I

co

Edan , Yue ,) S E
K-ME

⇒ tf u> us me Vale dam
, Yu ) SE

cioe (Yu) E di Cauchy .

( ii) Sia (Yu ) sue . di Cauchy .
Devo far vedeve

che converge .

Ossevoo che es iste una sotto sauce . Lynn) t. c .

%
,

d lynn , Yum ) <to .

Yufaut the Fmr tic . m,n%nn⇒ dam ,Yul set
in portico lane dflnu , Yuka ) s In .

Per ipotesi Lynn) converge a qualehe y EY ,
e si dixuostrafaeiemeute che (yw) com . ay .



Guinea2 Tato (Y
,
Hill) spatio normate Sono equiv .

:

( i) Y E complete j

Cii) V (yw) CY t. c . % Hyuk Ctcs esiste ye Yt . c .

%
,

Yu converge a y ( eioe HY- ⇐Yuki?) .

Corollaries immediate del lemma I
.

Lemma 3 (
"

Disney .

di Minkowski per Somme infinite ,)
Data una sua . (ga) di fuwoiaui misur . positive sax
Vale

H gull
p
s ⇐ Hgnllp .

Dim
. Solo per path .

Tissato N
,
allora i

N

!7
,

llgnllp I Ellgnllp ⇒ It gull pfUst 9

I "

Minkowski

( I ga )Pdp ) #

xpevconvergenta monotone→f, N→ to

HIE.su/Pdnfts



Dimrteoraua

Casey : p = to .

Si ri conduce alla completeEta della norma del sup .

Data ( fu ) Sncc
.

di Cauchy ai ECN, si diniostra

che e.sister N t
. c . µ( N ) - O e (fu ) e- di Cauchy

ri spelter alla norma dee sup Su XIN
.

A voi i deltagli !

Caso 2 : pas .

Per il lemma 2 basta far vedeae che data
as

⇐a) c LPG ) t. c § It fullpics , allora Ffa
converge a qual che f in LP Cx) .

Log
si fa in due passi : 1) si costruisaf ;

Cs

Z si dimostra die { fu con v . a f e f ELP .

Pass01 . Vale che :

toss Hfnllp = Ill ful Hp

per ipotesi ⇒ I I ful Hp Kil ful )Pdp) 't .

T W

laurea 3 g



Per la finitena dell
'

ultimo integrate la

fanzine uitegrauda g
e- fiuita go .

,cooee
side E t

.

c . petko e

§
,

lfulxll <to per ogui xe XIE .

Quindi %
,
fuk) converge a qualehe fHIER .

per ogui xe XIE .

Estado f a zero wi E .

Passo 2
. - issato N

,
ossevoo die the XIE

Ifk) - E.fm/=/&mfucxysEimlfuHl
,

quiudi coda di serie convergentlemma 3 J,
t n

Hf - full
p
s H&m! ful Hps Ed

,
!lkHp → 0 .

N→to

Quest diuiostra la eonvergeuza .

Per N = O oltewgo uioltre

Hf Hps %
,
Hfwllpstes ⇒ felt .



Confront delle ravine uoziari di convergenta

per succession's di funzioni

Tissot
,
A
, ! e pseudo f , fu :X- IR (o R

"

) misur .
Nozioni di cenvevgeuza (di fu af ) :

u uniforme
H

. punotuale : fucxlnsflx) V.xex

I
• puntuale fu- g. o .

: fuk)→ flx) per !
- g.axex

. in LP : Hfa- flip→ o

• in misters : V-E >o Vale

µ( { x : I fix - fall 's e } ) ! o

y
n→ to

! !

AE
u



Propositione

Ci) fu→ f a. o . & pack)Gb ⇒ fu→ f in misuraj

Cii) n n n n ⇒ V-E so esiste E EA

t
.
c . NEK E & fu→f uniform .

su XIE ;

Ciii ) fu→ f in LP
, pas ⇒ fu→ f in miswra;

Civ) fu→ f in Los⇒ BE t.c.pe#=Oefu-sfunif.suXlEj

( v) fu→ f wi miSura⇒ J-nnt.c.fm→ f re- go .

Osseroaziari

. Cii) si ehiama Teoreuua di Severini - Egorov .

. fu→ f wi LP ⇒ F n
k
t

. c . fnu→ f !- 9.0 .

(combihave Ciii) e (v) ) .

"
Iu Ci) e Cii) l

'

ipotesi MH)Sto e- neeessavia
.

Preso 8=112 e fue Ich ,+by si ha che

fu→ O ovuuque ma fu mon converge a O

ai miSuva
,
e fu men converge a O uuif .

ai RIE per ogui E di miesura fiuita .



Lemma 4 (disuguagliauza di Markov )
Data g : X→ [9+0] misur . e m >o si ha :

µ ({xexigcx Em }) Smd fog die
Dim . Immediate !

Lemmas (di Borel - Cartelli )
Dali (En ) CA t. c. EN En)Stu , tinsieme

E : = { XEX t.e.IE En frequentmate (inn) }
ha misua mulla .

Cioe per µ - go . x
,
x f- En definitive heute (inn) .

Osserv .
L
'

ipotesi Eµ(Eu) Gcs mon pref
essere sostituita con pet Eu)→O

.

Ding Osservo che fin
-

Allora
E = men) .

ME ) g
line luck) s whin

.
Em MEU ) - O^ be→to

Fut E & fu (Fikes
coda di serve cow

.






























































