Corso di ANALIST MATEMATICA I per Ingegneria Gestionale, a.a. 2020-21

EsErcizi-1

1. Disegnare il grafico delle funzioni date della formula:

) @ —2;
) (#+3)5
(c) —a%
(d) —a2+1;
) —(2®+1);
) 222 + 4z + 2;
)

3. Dato il grafico della funzione f rappresentato nel disegno risolvere graficamente:
(a) Vequazione f(x) = 0;
(b) la disequazione f(z) <0. A <

AN o

~

4. Descrivere in termini di disuguaglianze gli insieme di punti del piano f,8 ,C rappresentati
nel disegno.
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5. Determinare al variare di @ € R il numero di soluzioni dell’equazione
|(z—1)°> =1 =a.

Trovate la soluzione a questo esercizio negli appunti della lezione 5.

6. Disegnare l'insieme dei punti (x,y) tali che 0 < y < sin(z).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Disegnare il grafico di f(z) =1 — y/z e risolvere graficamente la disequazione f(z) < x.
Disegnare 'insieme A dei punti (x,y) tali che y/|z + 1| <y < —sin(x).
Risolvere graficamente la disequazione /|z + 1| < —sin(x).

Proporre una formula per i seguenti grafici:

Trovare i valori dei due parametri reali a e b per cui asinx + bcosx si puo’ scrivere come

—4cos(x — %).

Trovare le soluzioni della disequazione cosx > f% comprese tra 0 e 2.

Trovare le soluzioni della disequazione tan(2z) < V3 comprese tra 0 e g

Trovare a € R tale che siano verificate le seguenti identita:

(a) sin(z + 2m) = cos(z + a);
(b) sin(2z — ) = — cos(2z).

Dato un rombo di lato 1 scrivere una formula per calcolare la somma delle sue diagonali in
funzione di un suo angolo a.
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ESERCIZI-2

1. Per ciascuno dei seguenti punti dare le coordinate (polari o cartesiane) che mancano:

(a) o= -2,y =2; pP= ... , Q= ... ;
(b) z=0,y=—4; P= ... , 0= ... :
(c)p:2\/§;a:—§; T= ... s Y = e ;
(d) p=2;a=7; T = s Y = e,
Per le coordinate polari indicare un angolo compreso tra —7 e 7.
2. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione sin(z) = g
3. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione cos(z) = %

4. Trovare tutte le soluzioni della disequazione tan(3z) < 1 nell’intervallo 0 < z <

5. Risolvere la seguente disequazione:

sin(z) — -0

[\
oi={refly

cos(z) —

jus
3-

6. Determinare k e ¢t in modo che y = sin(kz) + ¢ abbia periodo 2 e passi per il punto P (%, 0).

7. Dire quali tra i seguenti disegni potrebbero essere grafici di funzioni.

8. Disegnare la curva x — y? — 3y = 0. Dire se & un grafico del tipo y = f(z).

AN VNI s e
7N \\
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9. Determinare I'insieme di definizione di:

(a) f(x) = arcsin(x? — 3) + log(z);

(b) f(z) = log(log(log(x)));

tan(z + §) .
arctan(z? — 1)’
z+3
) = :
623 + 3022 — 33z + 18’

(¢) flz) =




(e) f(z) =

2 -2 x+1 .
221 + \/ 9—z2>

(f) f(z) =a%+/—|sin T

10. Determinare I'immagine di:
(a) f(z)=e*+3;
(b) f(x) =4sin (gc + %);
(©) f(@) = srpbees

Suggerimento: disegnare il grafico.

11. Disegnare f(z) = 2cos(5) e g(x) = —3sin(2x).
Determinare 'immagine e il periodo di f e g.

12. Disegnare | cos(mz)| — 2. Determinare immagine e periodo.

13. I seguenti disegni rappresentano grafici di funzioni. Determinare quali sono iniettive e quali

sono suriettive.
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14. Dire se le seguenti funzioni sono iniettive/suriettive/biiettive:
R — [0, 4+00) [2m,47) - R R\ {-3} >R
(a) f e (b) g: ) (c) h: o5
T e T —2 x> 5 cos(z) T g
15. Determinare, se ¢ possibile, la funzione inversa di:
(a) f(z) =V1—2x;
(b) f(x) = log(w +1).
16. Data f : R — R, f(z) = 22 + 3 modificare dominio e codiminio affinche sia iniettiva e
suriettiva. Calcolare 'inversa della funzione modificata.
17. T seguenti disegni rappresentano grafici di funzioni. Determinare dominio, immagine e
scrivere i limiti rilevanti.
n Ve /I
A -
\
- 1
- 7
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ESERCIZI-3

1. Determinare l'insieme di definizione della funzione

_log|1 — sin(27)|

. [ = 22 =

o f(z) = arctan [log <i :L 1)} : o f(z)=eVIr 273

. oy o YT T
- log (2+:172) 7

o f(z)=log (z|z| — 2z +3),

° f(x)zlog(kv—l\—g—l).

2. Determinare per quali valori di @ € R si ha che l'insieme di definizione della funzione
f(@) = /2% — (a + a2z + a3 & tutto R.

3. Trovare dominio, immagine di y = y/sin(z) — 1 e disegnarne il grafico.

4. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

2
o () =ate, o f)=tog(50), e f) =es(i ),
2$+412 . x+1
o Jlx) =20 a7, R Y
. f(ac):eloj(w%, o f(x)=3"3n7, o f(x) = xarcsin(z),
o f(x)= e, e f(z) = arctan (ii) , e f(x)=1log(l+ tan(z)),
— 22 3
o f(x):%arcsinhi;, o f(a:):mf2, e f(tan(z)),
o f(z)=logsvz+2, o f(x)= 39;237112, o f(x) = arcsin(3z% +4),
x—1 r+2
. f)= 5 o J@)=VF o2, e f) =
z+2 r T
. f(x):;%ﬁ7 e f(z)=loglogx?, . f(x)z%,
e f(z)=sin <313> z3, o f(x) = cos(2z) + 322, o f(z) =227,
N _ 1
o f(x) = iogBz 42, o /() = {/GmaR, M) =

cos(3x? + 1)

_ 3x
o3 o f(x)=ae’™.

o f(z)=xvV1+22+log(x+ V1+2a?),

L]
~
—~
&

I

5. Sia f(t) =2 +t2 quanto vale f'(4)?

6. Sia F(x) = f(g(a)). Siano f(~2) = 8, f/(=2) = 4, f(5) = 3, g(5) = 2, ¢'(5) = 6,
trovare F’(5).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sia f(x) = 2° + x + 1 e g(z) la sua funzione inversa. Quanto vale ¢’(1)?
Suggerimento: non serve calcolare esplicitamente l’inversa.

Sia f(z) = 322 — e®. In quale valore di z risulta f”(z) = 0?
Notazione: f" ¢ la derivata seconda: la derivata della derivata.

Per quale valore di ¢ € R la seguente funzione e continua in R?

cx? + 2z, sex <2
flx) =
20 +4, sex > 2

. . . e sex >0 o
Dire per quali a,b € R la funzione f(z) = 5 & derivabile su tutto R.
ar” +b sex <0
) ) z? sex<c , ,
Dati a,b,c € R e data la funzione f(z) = - determinare a e b in fun-
axr +b sex >c

zione di ¢, in modo che esista f’(c).

Dire se ci sono punti in cui f(z) = |22 — 1| non & derivabile.

Scrivere la retta tangente a f(z) = 23 4+ 32% —x +4 in x = 3.

Trovare k € R e xg > 0 tali che la retta y = kz e tangente in xg a y = €.

Sappiamo che la retta tangente al grafico di una certa funzione f(x) nel punto di ascissa

x = —1 ha equazione y = 2z. Determinare l’equazione della retta tangente al grafico della
funzione g(x) := f(—1/2?) nel punto di ascissa z = 1.
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EsERrcIZI-4

1. Dato il grafico della funzione f disegnato nella seguente figura, trovare dominio di f,
immagine di f e scrivere i limiti rilevanti.

2. Sulla base del grafico disegnato nella seguente figura, dire quali sono i limiti di f(z) per
x—o00,2—0,2—=1,2——1ex— —o0o (se la domanda ha senso e se esistono).

3. Associare ad ogni affermazione a)-b)—c) la sua definizione tra 1)-2)-3):
a) lim f(x) ={ con zo,f € R;
T—xTo
b) lim f(z) = +oo;
r—r—00
c) wgrfoof(x) =/lconlecR.

1) VM € R,3z) € R tale che z < zp = f(x) > M;
2) Ve > 0,3z, € R tale che z > 2. = |f(z) — {| < ¢;
3) Ve > 0,34, > 0 tale che Vz # z¢ con |z — zo| < 0 vale |f(z) — ] < e.

4. Vero o falso?
A- lim,_,,, f(x) = £ se e solo se lim,,_, - flxy="~Le lim flz)="¢.
B-Sia X C R, f: X — R una funzione e xy € X. Se f & continua in zq, allora

lim, ., f(2) = f(zo).
C-Sia X C R, f: X — R una funzione e zy € X; f & continua in zy se e solo se

limg ., f(x) = f(2o)-
D- Se lim, flz)=ace lim, .+ f(z) =bcon a # b, allora lim,_,,, f(z) vale a o b.
E- Se lim,_, - flx)=ace lim,, .+ f(z) =bcon a # b, allora lim,_,,, f(z) non esiste.
5. Scrivere il polinomio di Taylor di ordine 5 (in 0) di tan(x).
6. Scrivere il polinomio di Taylor di ordine 3 (in 0) di v/1 — 9a3.
7. Scrivere lo sviluppo di Taylor all’ordine 10 (in 0) di sin(2x?).

8. Scrivere lo sviluppo di Taylor all’ordine 4 (in 0) di log(1 — 222).

9. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 11 (in 0) di z sin(—2z?2).



10. Riordinare le funzioni in modo da ottenere un’affermazione corretta, per x — +oo:

11.

12.

13.

14.

15.

16.

4 T

2
<log(z+1) < 7 < z3,

z2+1
log = 2z "
2 < 1423 L 227
Calcolare la parte principale, per x — 0, di:

e sin(z) — 2%
sin(x?) — 22
(sin(@))? — 2%
exp(22%);
exp(22?) — exp(3x?);
4sin(z?) — log(1 + 422);
log(1 4 a*)

sin(x®) ’
cos(a?)
Y1 —2?
. Q/l—xz—\/l—xz.

Dire per quali a la funzione f(z) = x°:
o & O(z%);

o s ofa");

o & O(zt1);

o & o(xotl).

o 24tk

Dire per quali a € R si ha che sin(z? + 23) = O(2%) per x — 0.
Dire per quali a € R si ha che e* — 1 & o(z%) per z — 0.
Trovare, al variare di a € R, la parte principale per x — 0 di cos(x?) — 1 + x%.

Trovare la parte principale per x — 0 della funzione f(x) :=1—+v2 — e 4% e di f(z)+ az?
al variare di a € R.
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EsSERrcIZI-5

10.

11.

Per ciascuna delle seguenti equazioni differenziali dire se sono a variabili separabili, lineari
del primo ordine, lineari del secondo ordine, o altro; nel caso di quelle lineari specificare se
sono omogenee e/o a coefficienti costanti:

a)iz? =t, b)i-22%=t, c¢)i-22°=0, d)i=txte, e)i+tit+3t’z =0,
f) i =t*x, g i=3x+4¢, h)i=-2z+e, Di=22+t 1)i=te

. Verificare le seguenti affermazioni (senza ricorrere ad alcuna formula risolutiva):

a) x(t) := sin®t risolve I'equazione 2 = 4x(1 — z);
b) x(t) := (t + ¢)~? risolve 'equazione 2 = 423 per ogni ¢ € R;
c) z(t) := logt risolve 'equazione 7 e* + t2i:3 = 0;

)

Risolvere le seguenti equazioni differenziali a variabili separabili:

t
a)i=—, byi=x2+1, c)i=¢e"cost, d)i=cl(z—1), e)&=1t>/1-22
X

o

8

(t) := ce~*"/2 risolve l'equazione i = (t2 — 1)z per ogni ¢ € R.

a) Per ciascuna delle equazioni differenziali nell’esercizio precedente trovare la soluzione che
soddisfa la condizione iniziale z(0) = 1/2.

b) Cercare le soluzioni delle equazioni d) ed e) dell’esercizio precedente che soddisfano la

condizione iniziale z(0) = 1.

Risolvere le seguenti equazioni lineari del primo ordine:

a)d—dr =8, b)i+2a=0, c)a':+t+i1:6t, d) i — etz = 0.

Per ciascuna delle equazioni differenziali nell’esercizio precedente trovare la soluzione che
soddisfa la condizione iniziale z(0) = 1.
Risolvere le seguenti equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti costanti:
a) & — 3z + 2x =0, b) & —2& —3x =0, ¢) &+ 2+ bz =0, d) &+ 9z =0;
e) &+ 4d+4x =0, f) & — 4z =0, g) &+ 2z =0, h) & — 3z =0.

Trovare le soluzioni dei seguenti problemi ai dati iniziali:

i+x=0 #-dr=0 T+z=0 i4+2t+x=0
){x(O) —_2 ;o b)qz(0)=2 , ¢)qz(0)=-2 , d)qz(0)=1
R #(0) =0 #(0) = 1 #(0) = 0

Determinare per quali a € R la funzione x(t) := t* risolve I'equazione t?i — 6x = 0.

b t

Determinare per quali a,b € R la funzione z(t) := ae® risolve 'equazione & — 4x = €.

Verificare direttamente (cioe senza utilizzare alcuna formula risolutiva) le seguenti proprieta
delle equazioni lineari omogenee del primo e secondo ordine, vale a dire quelle della forma
&+ a(t)x =0 oppure & + a(t) &+ b(t) x = 0:

a) Se 1 e x2 sono soluzioni dell’equazione allora = := 1 + x2 & pure una soluzione;

b) Se x1 & una soluzione dell’equazione e ¢ € R allora = := cx; & pure una soluzione;



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

c) se i coefficienti a e b sono costanti, la funzione x := e* & una soluzione se \ risolve

I’equazione caratteristica associata, vale a dire A + a = 0 per quella del primo ordine e
A2 4+ a)\ + b =0 per quella del secondo ordine.

Trovare una soluzione particolare Z per ciascuna delle seguenti equazioni lineari non omoge-
nee seguendo le indicazioni della tabella data sopra (per le prime equazioni queste indicazioni
sono esplicitate tra parentesi):

a) & — 3% + 2z = €' [T = ate’], b) & — 2% + z = 4et [T = at?el],
c)i—2z=202[F=at’+bt+c], d)i+2r=ec?[T=ate?

e) & + 4z = sin(2t) [Z = at cos(2t) + bt sin(2t)], f) & +x = 3t,

g) & +2i+2x=et, h) & — 24 + x = et cost, i) & + 2z = 4 cos(2t).

Trovare la soluzione generale dell’equazione lineare del primo ordine & + 2x = 2t — 3¢! ri-
solvendo prima l’equazione omogenea associata e poi cercando una soluzione particolare di
i+ 2z = 2t ed una di & + 2z = —3e’.

a) Trovare la soluzione generale dell’equazione lineare del primo ordine & + 4x = 16t
risolvendo prima l’equazione omogenea associata e poi trovando una soluzione particolare.

b) Trovare la soluzione che soddisfa la condizione iniziale 2(0) = 1.

a) Trovare la soluzione generale dell’equazione & + x = e~ 2t

b) Trovare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali (0) =1 e #(0) = 0.
Trovare la soluzione generale dell’equazione & + 2z = 4 — 3sint + 2sin(2t).

Trovare le soluzioni dei seguenti problemi alle condizioni iniziali:

) {:13 — 22 cost ) i(g)x_:()% 9 {x tuw=d {x =3t%(1 + 2?)
z(0) =1 ’ j;(o);o ’ z(0)=1 1

a) Trovare tutti gli @ € R per cui la funzione x(¢) := ¢* risolve ’equazione lineare omogenea
a coefficienti non costanti )
. 2z n 2x 0
i——+—==0.
t 12
b) Scrivere la soluzione generale di quest’equazione.

¢) Trovare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali (1) =0 e &(1) = 1.

a) Scrivere z(t) := sint + /3 cost nella forma x(t) = rsin(t + ¢) per opportuni r e ¢, e
disegnarne il grafico.

d) Scrivere x(t) := e~*(sint 4+ v/3 cost) nella forma z(t) = re~*sin(t + ) per opportuni r
e @, e disegnarne il grafico.

Utilizzando il cambio di variabile z = tz risolvere ’equazione differenziale
. T " t
T=—-4+—.
[



