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Limit's di succession di humeri reali

Uua successione di humeri e- una sequeuza

uifiuita .

Eseuepi a) b ,
2
,
3
,

4
,

. . . .

b) b,
4

,
9
,

16
,

. . . .

c) 1/2, 1/4
,
1/8, . .

.

Judice una succession generics come Xi
, Xz , Xs , . . .

( i humeri I
, 2,3 Saro uidiei ; Xu - Termine h-esimo) .

Su pavticolave gli eseeupi precedent
'

si sevivono

come

a) Xu is h .

b) Xu : = h2
.

c) Xu is 1-
.

2h

Defiuizione

Data una successione Xi
,
Xz, . . . . (Con Termine

n- esimo Xu ) e LE IR
,

dice che Xuteude

a L per m→+cs ,
e Scriver

lien Xu =L oppwve the→ L
U→ to n> to

'



se

"

per ogui mangine di error ESO
,

Xu approssina L

con encore uifeuiore a E por m abbastanza grande,
e pile preeisameute

He> OF me t.ci/xu- LI SE per mg me .

Guerette dice che Xu ! to se
"¥+es

"

per ogui sogeia M
, Xu e- maggiore di M

per n abbastanza grande,

oooero

HM 3-
n!

t
. c . Xu IM se MIM

!
.

Scvivete voi la defiuizione di Xu! - as

"¥+y

'

Eseuepi
o lui log u = to ⇐ line logo - to .

uses +→ too

(Alteuzione: uso la letters n par uidicave humeri

viteri
,

x per indicate humeri reali .)

o line I = o ⇐ line I= luiI= O

n→ tweet x→to 0+1 Esto ex



¥ live n ! = to

"¥to

non segue da Unlimited's fuuziari ma

della disuguagliauza n ! Eh .

o line sedan) = O

n→ to

perche- south)=o the vitro ; motive che

bin Seulxx) mon esiste
. . . .

*→to

o lui Sen m mon esiste .

b.→ to

La dinoStazione men e- seiuplia.



Serie (o somme wifinite)

Data una successione (eioe una famiglia infinity
di addends

'

Al
, Az , 03 ,

- - - i

Voglio definirne la Somma infinite

+ as

Ait Azt Azt . - - - - = { Ah
,

h=1

Per farlo defihisco le Somme parziale
.

S, -_ A
,
,

Sze AitAz
,

Sz- Aitaztaz , . - . .

cioe Sw = ⇐ an per Neb
,

2
,

. . .

,
e pteudo

il lime di Sn per N→ to
.

Riassumeudo defiuiseo

E: an - fusion - nasi
.

an) .

x. 9 T
"

Serie ( o Somma
"

Somma parziale
co

uifiuita) degli della Serie Ean
,

addeudi Aw
,

let



Possible comportamenti di una Serie

o ¤! an = lien Sn esiste ed e- finite
Neto

( diciaweo che la Serie converge) ;

¡ ¤
,

an = -10 ( la Serie diverge a ta) ;

o ⇐an = - co ( la Serie diverge a - o) ;

¥ ⇐an non esiste
.

Eseuepi
as

¡ 42+3 t - - - = E
,

h = + as

he

segue dat facto che Sn -_ It . - - . -1N IN e

quindi lui Sn = to
.

N→to

co

¡

bttztlqtgtt - - .
.

= " 0 In = 2
.

← I→←{→ Iq 's

2



Eseenpiofoudameutale( Serie geometrical
reso A ER

,

Ia se -Kasi
,

(1) i-a-a-a3-i-i.sn ! EoAh-- {+ co se A El
,

11

ao
"

at
N.E. Se AS - I

,

per eseuepio

I + lgtlgt . . - - = #034)
"

= Ig = 3g .

Per diuiostrare la (b) mi serve la segueute
formula i por Atl Vale che

N

(2) [ a" = Hata -1 . . . . + an =

AN"

-
I

n -0 A - I

Vevifico che La- 1)Chat . . - tan ) = AN"
- I .

In effete
'

(a- 1)Chat . - - - 1- AN ) =

= acltat . - - - tan) - (Kat . . - tan )

= # att .
. . . -1 ant'

- I -al- of- . . - -ay

= AN"
- I .

Ossorio che
tu se ASI

b se a -- I

(3) live AN"
= fo

se -KasiNeto (me
.

se as- I



Usaudio (2) e (3) olteugo che per at l

N

na:*.%ÖÖ:Ö. : :::c
.

N.E. Se as -1

Per a= I

nlujn.lu! oah)-- him ( Ntl ) = to .

N→ to

11

Somma di Ntl

addend's = I

Esaupio

+ "¥ + Fat - - - - = ¤
, n# = 1

Gufatti.lt "¥ + It - - - - + nahh,
=

3. 4

- C - E) tf 's - 5) + C's - tilt . - " + ft - da)
= I -
1-
Ntl

e bin fl - t ) = I perche fusing ( I - 1=11-6--1 .

N→ to Ntl



In generate non si sa calcolave il valone di una

Serie in modo esto mean che se gli addeudi

Seno date da formule motto sample.ci ! !

Per esaupio,
it valone esatto %

,
ht = It f- t t . . .

men E voto .

Quelle che si pref fave e- studiave ie

comportamento delle serie
,

come abbiamo father

per gli integrate improper ( in effect
' le due

teovie Sono molto simile e coeeegate) .

Nota zine
as as

[ an x [ bn
h = I h= I

significs che le due Serie hanno to stesso

comportamento (ma possomo aware lslovi divers i) .
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Cvitevi per studiave it com portamento delle serie

( Notre la somigliauza can i criteri per lo

studio del com portamento degli integrate
'

ciupropri a to
.)

Nel seguito Ai , Az,
. . . .
uidica una generico successione

di addend's
.

Prop.
I

cs as

Per ogui no uitevo
,

[ An X E an .

N - no h=1

Idea della dicer
.

⇐ an = ti an + Ewan
-

numero

finite

Siccome %
,

an e ⇐wau differ iscono per un

numero finite,
devone aoeve hostesses eomportaue .



Prop.
2

(1) Se %
,

an esiste ed e- fiuito ( la Serie converge)
allow an→o per u→ too

.

(2) Se es iste L :-c live an E fo,
to alloa

rusts

as

¥ per L so
, Ean = to j

A- I

co

¥
per L so ,

[ An = - co ;
b- I

¥ per Leo , %
,
an puo-aoe.ve qualuuque

comportsmento .

Dim
.

as

(b) Sia Mie [ an = lien Sn
"¥I N→ + y

'

Quindi V-E > o F Ne t. c. NINE⇒ Isn- MISE

Per N > Ne

← 2E→

l l l l X

M-e SN Snake

eioe I Sn - su,
I S 2E
-

11

AN

Riassumeudo: IanIS2E per N 9 Ne .

Quest signified proprio che Au→ 0
.



(2) Suppongo L 90 ( il Caso Lao E simile) .

Preudo e een Ose LL .

Si came An→ L ,
deve valene Au 's e

da un certo Mo ui poi (a'of per No)
Ma ahora

es

Eau ne ¤%an I Iie = to
.

let

T
Somma di uifiuiti
addeudi uguabia
e : Vale too .

e-to
.

Drop .
3

Se au IO da un Orto no in poi allow

⇐Au es iste ed e- fiuita o to .

Sono esclusi i amportamenti
"

diverge a- o
,

e
"

mon esiste
, .

Aualogameute,

Se An SO da un certo no wi

poi allow %
,

an esiste ed e- fiuita o - co ;

Sono eseeusi i comport.

"
toss ,

e
"

non esiste
,

.

Dive
.

Per N No
,

ahora Swt,
= Sutan, I SN .

Quindi la successione Sn e- crescent



per N % no
,

e quindi converge a

L : = Sup { Sn : NEMO}
che E un numero finite o too . Quihdi

cs

E an =L
.

E- I

eoreuea 4 ( criteria del confront cent uitegrde)
Sia no uitevo e f : [no ,

too)→ IR fuuzione

decrescent e positive .
Allora

%nofCn) e Jaff dx

esistono e appavteugono a [o
,

to] (gia oisto)
e iuoetve

$! cxidx stolen) sfcudtnfofcxldx
In partialare ftp.flu) x juofcxldx .

Corollaries5

Se f : [no
,
to ) ! R E decrescent e positive

viciuo a + co (cite su [a,
to) par qualche a Sho)



allow
1- co

⇐notch) x Suffix) do

e conoevgono op pure divergence a to .

Esempio fondameutale (Serie armorica genendizzata)
Dato a so

⇐ nta = {
to seas ,

finite sea> I

perche questa Serie si comports come ¤¤adx .

(apple.co it teoveeua 4 an f G)= ta e mo=D .

Notaro che gli addend's the tendons a O
, who

it comportsmento dipeude dat valone di a !

In particular ht = to

[ Serie armorica

DinoStazione del teoreeua 4

Diueostro che jnofcxldx s &?n.fm .

Y
fRho

Y - fog %
!

Brot ,

[
Rn

A

l l l l KIA X

no hot ) h



Alton :
+

gong * = area

A e- Contento S area (Rho) + area (Rnp, ) -1 .
. . .

new Unione dei

reltangoli Rn
= n%n

.

area (Rn)
q ¤%fCu)

con h = no
,

hold
,

. .
.

-

T Rn ha base b

qui E esseuziale che
e altezzafcu)

f Sia decrescent
⇒ area (Rn) - flu)

Diueostro one che Enoflu) s fcuo) + In&fCx7dx
Y

(
Knott y -_ fcx)

L

f Rho-12 /
A

V '
Rn

l l l l KIA X

no hot hot 2 h

Allora
+is

ffcxldx = area (A)
No

+ is to

A centime % E area (Ru) = E flu)
I '

Unione dei b-hot
ng

n - hot

betaugoli Rn come prima ,

Con n = hot I
,
no-13 - - . Rn ha based

e altezza flu)



Quindi fi&f dx I ¤g%fCu) e som mando

f- Cho) a entrainbi i termini olteugo

fcu.IT/j7cxldx- ii.flu)

che E la tesi
.
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Cakoloapprossimato delle Serie

Data una Serie ¤! au ( che esiste ed e- fiuita)

ed cue Mangine di ernove E TO
, quarto devo

pveudeue grande N affiuehe la Somma parziale
N

Sn is [ An
hot

co

approssimi SEEAn con error inferior a E
,

4=1

cioe

Is - snlse !

Una visposta vieue dal segueute risultato :

Prop.
G

Sia %
,

an serie che converge a S fiuito .

Supponiaueo di avec f : [a,
too ) ! IR positive

e decrescent t.ci/Au/Sftu) .

Allow per ogui N a vale che

IS - Snl sfntfcxsdx .

Dato ESO
,

se trover N t . c . FCN) fwthfcxldx SE
allora

IS- Snl SE .



Dim
.

S - Sn = ⇐ an - an = In
,

an

Quihdi facto voto por le

Somme finite

Ir

Is - Snl - 1%
.

auf S&m
,

tant

es

per ipotesi ! s [ flu)
n-

- Ntl

to

torana 4 ! s f fcx) do
.

( lezione pree .) N

Eseuepio
as

Sia S =
Et

.

he I h4

Quarto deve essene garden affiche IS- Snl 5103 !

Apple
'

co la prop .

G Con f Cx) = Iq :

IS- Snl s jJ#dx= I to - guts '

Avco N tic
. Ign, s 10-3 eioe 3h13 I 103

,

N
!
I 10-33 ,

N I 3# = 6,93 . . .

Preudo N=7 : IS - S
>

I s 10-3
,

cioe

S = It tzutztht - . . . -1# I 10-3
.



Passo adesso ai cvitevi di confront por

le serie
. Notaro la souiegliauza on queue

.

per gli uitegsli uirpnopri .

Oneto le diueostrazioni ,
che Sono molto simile

.

Prop.
7 ( criteria del confront)

Date due succession's di addeudi an e ba

t
.
c . O S au Sbn ,

allora ⇐an e ¤! bn

esistono e Seno finite o tis ( prop .
3 della

lez. pree .) e

O S ⇐an s bn .

Gu porticoLane :

¥ ¤
,

bn <to ⇒ ⇐ an Ctcs ;

¥ An = to ⇒ %
,

bn = too ;

¥ se ¤! an axis
, ibn put essene fiuitd 0 to

,

e se fi bn = to
, Egan put essene fiuitd 0 to

.



Prop. 8 ( 10 criteria di confr .
asiutotico per le Serie)

Date due succession's di addend's an e but.
c

.

or an
, bu IO por n suff . grande (eioe

e. sister hot
. c . Ah ,

bn > o per h Iho) ;

¡ an = Ocbn) ( vale se aligns Agn =L finite);

Allow

¥ %
,

bn <to ⇒ ⇐ an a- is ;

¥ An = to ⇒ %
,

bn = too ;

¥ se ⇐an axis
, ibn put essene finite o to

,

e se ⇐ bn = too
, Egan put essene fiuitd 0 to

.

Prop.

9 (20 criteria di conf.

asiutotico por le Serie)
Tate an e bn succession's di addend's t

.
c .

¥ bn IO da un Certo punto wi poi (oppuve

bn SO da un Certo punto wi poi) ;

¥ an ~ Lbn Cen OC Leto ( a'of Anga #,
}) ;

allow co is

[ an x Eben
.

he ) htt



Eseeupi

$2247, ya ⇐ ht fiuito ( giaoisto,
si Tata

della Serie armorica

20 crit
.
di con fr. as int .

i

~ In, per "¥+ is

Seher .

di espoir . 2)

⇐ 2#,
n per xoxo)

¡ = to per confront an ¤
,

In = to

Noto uifdti che logu k n per h→tb

⇒ Lgu In ⇒ the 0# ) e quirdi

posses apple
'

cave it to eviterio del confront

asiut
.

¡ ⇐ this ng ⇐ the Ctcs (cioe e- fiuita)

20 crit . con fr .
asiut

.

2h45 2

than
~

q per nasty

O
T h 3

¥ L - <+ is (eioe converge) per confront con %
,

tha
h-0 2h

Osservo uifalti che

ta 2
"
⇒ na ⇒ II ⇐ YI- hast

e per a=s olteudo gud k tha ⇒ En = 04ns)
e apple.co ie ti crit. di eenfr.

asiut
.



o %
.
@ska) - I] con a so

sicceme

An Cos (nta) - I → cos ,%) - is cos - 1=0

serve un
. analisi pie precisa di an .

U so lo soieeeppo di Taylor cost = I - #+009
a'OE Cosi - I =

- If -1004 ) n - tzxz
Allora ponendo X -

- tha
Au - Ceos(tha) - I n - 112'

hza

Per it 20 criteria del confront asiutotico

%
,

@sneak] - ⇐- Tinta - - Enka
Quiudi

%
,

Leos - if = {
- o se za si a'e- as} ,

finite se za> I eioe a>I .

cs

o E teh
= - cs

ha Heh

perche- YET→ - i

n→ to

e Uso la Prop.
2

,
lez. pree .



A

o E logu

b- 2 Ta
Cen ASO

.

Ossorio che

au : - logy ! o

ma lenses

quehdi serve un
' aualisi pin preeisa di au .

Uso che

IK login Khs V-8 > 0
,

quiudi
ya ⇐ 69$ Gnats

T T
(b) (2)

(b) uipeica tha = Of bogus) i se asI

w

Ö,

to e ie to crit
. conf .

asiut
.

/ CD

luiplica E loss = to .

A- I wa

(2) uiipliea che logway = 0# )
se a91 posse terrae S - o t

.
c

.

A- S - I

quiudi ⇐ hats Ctcs e par ie to crit
.

con fr .
asiwt

.
ho che ⇐ Kat Ctcs .

Riasswureudo

%
,
Yat = {

+0 seas ,
,

fiuito Sea > I
.
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Serie di Taylor

( poeiuomio diTaylor di grado uifiuito)
Data f definite (almeuo) su un uitensho che centime

O e derivable uifiuite Volte
,

la serie di Taylor

di f in O E la sevie di poteuze

f + f' Col . xx FYI x2+f"g#x3 + . . . . . = ⇐Dht X"

Domanda i E Vero che f G) = ¤oDhfu# x se la

Serie converge wit !

Purtvoppo la visposta e- No !
Esiste f : IR→ IR derivable wifiwite volte t. c .

Duf Co) = O th
- 0,1, . . .

,
ma fcx) 40 Vx -1-0 .

Quindi Ea serine di Taylor di f Caio) e-

as as

[ Dhfuc Xu = EO. X
"

so VXER
4=0 4=0

quiudi f Cx) coincide Cen la Serie di T
.
solo per ⇐o

.



Ossewazi one

Sia Rn Cx ) il resto dello soiluppo di T.
di f wi O

di Ordine N
.

Se Rn Cx)→O allots
N→ to

#) fat = :{Daffodil .

← Serie dit. dif
Dive

.

a somma parziale Sw della Serio di T
.

e- it polihomio di T.

di grado N
.

①wind

SNG) = f Cx) - RnCx) → f Cx)
N→ to

Quiudi vale
.

It problems e- che spesso E difficile far

vedeve che Rn G)→ 0 .

Eseuepi significative di Serio di T.

¥ La sevie di T .

di ex e-

I txt +54+44-1 . - - - = owns,
Ie raggio di convergenta R e- to e la Serie

coincide an la fuuzione
,
eioe

ex, ex - ⇐In
,

V-xc.IR



Se diweostvo ④ e- automatic che 13=+0

( se fosse fiuito
,
esistevebbero degli X per Cui

la sevie NON converge - tutti gli x

t.c.lt/9R).Diuiostro
⇐) per x so .

La formula di Lagrange del resto e-

Rn Cx) =D
"

't ant'
con OSTSX

.

In
@+ D !

resto dello soil
.
di T.

di Ordine N di ex

Iu questo Caso

o s Rn = cent,
an"

s e
"

,

e Rn Cx) ! o perche qfy
.

! o (quando Nous) .

Iufalti an IT #1 per oguix peril

criteria del rapport :

anais - ##;i#= #,
! o

/ us to

co
htt

quiiudi [ an e- fiuita ⇒ an→ o
.

4=0

Ia Modo simile si divests che RN G)→ 0

per x so
.



Si put ahehe dimostrane (ma non lo faeeiamo) che i

w

e cos X = I - #+44 - . . . . = [ C- D
"

X
2h

n=o

V-xc.IR

R - + co

co

¡ Seu X = X - #,
+ #

,
- . . . .

= [ C- D
"

x
2h"

no i!
the R

R-

- to

¥ log ( tix ) = x - Et# - xdgt . . . . = ⇐
"

x
" theft,

s]
M

R = I uifaltil An = It'

e quindi
M

THI - pm = exp( th log = expflag) → e

-

to

Ctx)a= I + axxacaj.IE. . . .

= ⇐ fan) x
" theft, D

12=1 T
coefficeute binomial

(an) Aca- D . . - ca- htt )
m !

Yu partiedare per a= - I

as

"¥ = I - X-1×2-83-1 . . . .
= [ C- lynx

's

b- O

e sostibueudo X Con - X

# = It x -1( 4( 34 . . . = ⇐Xh (Serie geom .)



Defiuizione del numero e

Usando to Serie dit di e
"

per 12=1 si otieno

e = It I -124+34+44
.

-1 - - " = n%n4
,

'

Questa formula permute di caleobve e con

grande precisione .

Formula alternative per e :

e = (HIT '

Iufalti I

2

-

( Itt ) exp(x log (it → exp(b) = e

- +→ to

#

Defiuizione di et con 2- numero compilesso

Tato 2- EQ si defiuisce
A

EZ i = E ZI
ko m!

Poneudo 2- six con x Reale si oltieue

e
"

,
cos xx i sent



Gufalti

e
"

= it It + lig# + ligY-cig.si . . . .

= I tix - E,
-

i
t + its t " "

= f - + that . - - . ) ti (x - + Eft . . . .)

= Cos X t i sent .

Esercizi

1J Traore il raggio di conoevgeuza R E il

Glove di %
,

2
"

X
3h

per IA SR
.

Risen've to Serie come

⇐ 2%3"
= ⇐ (2( 3)

"

q ⇐ th
!

ITES
"

geom .

E = 283

per la Serie geometries it raggio di corn
.

E b

( and ⇒ t-ligyjrhal-hjw.to - t ) , quindi

la Serie converge per Itt al e non converge

per Itt > I
.

Sostitueudo t -_ 2×3 olteugo che la Seve di

pavteuza converge per 12( 31<1 ,
eioe HISLpg ,

e non converge per 12( 3191
,
cioe 1×1 Sfg .



Quiudi il raggio di convageuza della Serre

di pavteuza E R =
.

Iuoltne abbiamo gia oisto che

as

[ th
= I settle l

n - o l - t

Quindi

⇐ th - (Etty- I - # - I - Et

e sostitueeudo to 2×3

⇐ 243N
=

NI se lxk#zI - 2( 3

2J Calcetane il raggio di eonoevgeuze e 'd

odove di

¤g 34( 2
"

Risevivo la Serie come

as

⇐ 3hL, xzn = [ (3X = e3R
b-o n !
-

T
Serie dit

.

di

et con to 3×2



I a serie dit di et converge per Oguri t , qiuhdi

la nostro sevie converge per ogui x ,
e

R = -10 .

3J Traore il raggio di convevgeuza
di

E l - na

h = 2
In

X
"

I coefficient
'

della Sev ie Sono An= 1-1
It2h

quiudi

Mani - Thin,
if = #7

=
exp (th log44))

=

exp(469 $)
2 I#.

I

Quindi 12=2 .

4) Discuteue it canportamento al aviare dix

di

I x
"

h = 2

La Serie converge se KI a 12--2 .

(a Serie non converge se 1( 172 .

Per la precisione se X 92 la Serie diverge
a- as per che e- a termini negative e



quiudi diverge a- a oppune converge

(Cosa che E esebusa) .

Per x s- z la Serie mon e.sister
,
ma non

e- facile da dimestate .

Resta da Studiare i Casi 1( 1--2 .

Per X=2
,
le Serie E

⇐ YI-n.iq - Eam = - as

^

T
20 criteria di perche
contr .

asiut
.

h4% -10

Per x= -2 la Serie men esiste
,

ma non

e- facile da diuiostrare .


