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Parentesi teorics

Susi etui di humeri

is { humeri natural } = { 0, I, 2, . . . }

Ii = { humeri uitevi } = { 0, It, I 2, . . . . }

Q is { humeri nazionali } = { Pq : p, qEI , 940}
IR is { humeri reali } .

5 humeri reali sono quelle
'

Cen un segno, Uh Numero

fruiter di cifre davawti alla virgata , un numero

feuito ouifinite di a'fue doper to oirgola :

TL = 3
,
161592 . . . . .

- 4g = - I
,
3333 . . . .

Ossewazioni

I humeri natural seno state
' iutvodotti per

Cantave (tonne to zero) .



- I humeri reali e nazionali positive
'

Sono

state
'

intvodolti per misuse ( per esaupio

Uwa luughezza nispdto a una data Unita di

misuis data) .

. I humeri nazionali non bastaho per le misuse :

la diagonale del quadrate di lato I e-

V2 che men e- rdzionale .

[ufalti se por assuvdo FL fosse Nazionale ,

to scvivo come rz = Pg Con p, g uitevi

men entrainbi pari . Allora

2=P2q ⇒ p2=2q2 ⇒ p2 e- pari

⇒ p e- pari , p=2m ⇒ 2q2=p2=@uJ=4mZ

⇒ 92=2m2 ⇒ 92 e- pari ⇒ g pari
Assurdo perche p e g mon Sono euthmbi pari .

. G humeri an segno servo state
'

originariameute

uitvodotti (almeno wi Europa) per region's di

cantabile'tE ( Centrale] -@sate ] pure essene sie

positive che negative) .

° Attention e : b e 0,9999 . . . . Saro due Modi

di Scrivener to stesso numero .

Iufatti i 0,9999 . . . . = 3 . 0,3333 . . - i = 3. Ig =L .

E au che i - 27 , 152 = - 27, 1519999 . . . .



- gli algorithm per le opevzioni elemental
'

if, -,x, :)
wish a Scuola fuuzionano solo per humeri

Cen un numero finite di a'fire decimal .

(a defining one di quester opevazioui per i

humeri reali si fa per appnossimazione .

° I humeri can un espausione decimate fiuita

( un numero finite di a'fire dopes to oivgola)

Sono quelle della forma X= Iq .

• I humeri con espansione decimate periodic,

per eseuepio

- 37
,
14636363 . . . .

w

Sono esaltamonte i humeri nazionali .

Razionate ⇒ periodic

Eseiupio : olteugo le eifre di a- 1¥
faeeudo la divisione

140 11¥←da qui wi poi
-30 i humeri siwipetouo .

2280
77

-30
L L L l



Periodic ⇒ nazionale

Pen esewp.io :

X = 31
,
2679747 . . . ..

= 31
,
2 -1 O

,
0474747 . . . .

= 3¥ + % . 0,474747 . - . .

= 31,2-0 + % . 47 . 0,010101 . . -

= 31,2-0-1 4! . Igg ← nazionale

ko uSato che O
,@1181101 . . . = Igg

Pin in generale O
, @0116011 . . . - = gigg e

O
,
[00 . . - 01 ] ( IC 3

. . . . = 1-
.

- gg . . -g
n a'fue w

k cifre

Defimizione di estveuvo superiore e uifeviove

di un insi eine che mon si Seri've come Unione

finite di uitervalli .

Dato X C R
, y E Eas, to] si dice Maggioroute

di X se

y g x H XEX,
'

e si dice minorante se uiveee

ysx VXEX .



Pongo

Yt : = { maggioroute
'

di X}

Y
-

i = { nriuoisuti di X}
iwf x supX

t, b
g

r t y
×

Define
>

see estvewo superiore di X e- il pin piccolo
dei maggioreuti di X a'OE ie minimo di Yt e

e
'
estneuro uifeviove di X E ie pii grande

dei minorauti di X eioe ie massimo di Y
'

.

Father fondamentale (completezza dei humeri reali)

supX e wit X esistono per ogni uisieme X CR .

Consegueuza della completed dei humeri reali :

Teoveiua (di esisteuza degli Zevi )
Sia I = [a , b] e f : I! R continua e

tale che i valari di f agli esteem di I

Sono discord ( cioe fcakocfcb) oppuve

fcb) so afca) ) . Allora esiste IE (a, b) t. c. f (E)so.



Y Y = f Cx )
^

↳ .

i ⇒

Osservazioni

Se u sassi solo i humeri nazionali l
'

enunciate

non sarebbe Vero : Sia f Cx) : = XI 2 , allow

f- (O) = - 2 , f (2) = 2 ma mon esiste down

XE Q t. c . fcx ) - O ( perche IF men Sono

nazionali ) . Tolka

. L
'

ipotesi f continua non pieoessaelse f : fi, if→R

e- data da

fcxs : = { to
' per xeco.is

- I per x c-Ebo)

allow ffl ) so Cfcs) ma non

esistext.c.fcxt-o.cl'

ipotesi che ie dominie J Sia un uitensllo

non pub essene tolta : se f Cx) :=3 ,
allow

f fi ) LOL ffs) ma non esiste x t . c . f-Gto .

( f e- definite e continua see Ebo)U(0,1]

ma non Ebi ) .
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Ripreudo dalla lezion precedent .

Teoveiua (di esisteuza degli Zevi )
Sia I = [a ,b] e f : I! R continua e

tale che i valari di f agli esteem di I

Sono discord ( cioe fcakocfcb) oppuve

fcb) so afca) ) .

Allora esiste almeuo un IE (a, b) t. c. f CE)=O.

Prima di dimostrave it teoreura describes an

algorithm per cakolave Uno degli I t . c . f so
.

Algorithm di bisezi one

Suppongo f ca) so < fcb)
-

- t t t

l l l l I > x

X, Xz Xo ba

E¥e.
Is

5

Costruisco una successione di uitewalli I 01352 . . - JIN
tabi che f ha odori diseovdi agli esteem .



Judice an xn il punto medio di Ju e eui-luugh.CI) .
Per it teoneeua esiste I dentro In Kc

. f 7=0 .

Osservo che Xu approssima I con error inferiore

a ez cioelxu- Il see
2

So che en = laugh CI)
J

= by
zh

"

Qwiudi

lxu-x-lsb-azutliupavticolauetevvove.bz#teude a O esponeuzidue .

In porticolane se laugh CI) - b-a = I allow

Xg approssima I an error s s 10-3
.

+
Ig

" "
" s Leo S 10-6

etc
.

Dino stazione del teoreeua Ctraeeia)

Costruisco In an l ' algorithm di bisezione per ogui
U =L

,
2
, - - - - -

Judice Cen an e bn gli estrone dell
' uitensllo

,

woe In - Lau
,
bn] .

Siccome IOI , 3522 . . . .
ho che Aisazsaz . . .

e b
, I bz I bz - - - .



Iuoltre bu-au = laugh (Iu) = b-a_ ,

2h

Quiudi sup { an } = uif { bu} .

Chiamo quester punto I .

Usaudo Is centiuuita di f uix olteugo che fEto .

tfufetli se peu assuvdo f (E) so (oppuue f G-Ko)
allow trove 8 so t. c . fcxl TO see [I-8 , Its]
Ma por u abba stanza grande , Ju CEE -S, Its]

l l l

E- S I 4 Its
In

Ms allow f mon ha valovi discords agli esteem
'

di Ju
,
e queso e- assurdo

.



Yutegrali

Jefiuizione di uitegnole (definite)

Sia f : Ca , b]→ IR una fanzine continua

←
y - fcx)

at"%Va-
Pongo

At : = { (x, y) : x c- [a,b]
, Osysfcx) }

A- i = { (x, y) : x c- [a,b]
, fcxlsy So }

L'

integrate di f da a a b e- it numero dato da
t.

fabfcxidx := area (At) - area (AT

Jabfcxldx si legge " uitegrale da a a b di fed uidx
,

terminologies : f E la funzi one uitegranda ; a e b

Sono gli estremi di uitegrazi one .



Ossevuazioni

Se f 30 , area (A-1=0 e quiudifabfcxdx =
= area (A+) 90 ;

se f so allow area =O e fabfcxldx=
= - area (AT SO .

' Torna Comodo definite

fbafcx) dx= - fabfcxldx = area CAT - area@t)

u Ie Valone di Jabfcxldx dipeude a f e da

A eb
, ma

non di peu de della variable x .

In attire parole

Sabf dx = fabfctldt .

°

"

dx
,
serve a indicate la

"

fine
,
dell

'

uitegnde
e a ri condone qual

' e- Is variable di

uitegrazione .
Per esaupio : fo

'

xzydx dipeude

da y e non da x
,
ex e- la variable di

uitegvazione , mento fo
'

x'y dy dipeude da x

e non da y ; y e- la variable di uitegvaz.



• La defiuizione sopra Usa Is uoziene intuited

di area di un insane met piano .

Ha tale uozione non E bae definite (e non e-

definibiee) .

Per questa ragione i test
'

di Andis i conteugono

una defiuizi one diuevsa di uitegrde , che non

Usa la hoziene di area .

Question're da affrontare

- Caicedo esato degli integrate ;
a Caicedo approximate degli uitegrdli (chevron

si calceolaria esaltameute) ;

o altvi signified
'

dell' integrate .



Calcote esalto degli uitegrdli

Defining
'

one

←
uitevcsllo

Date f , F : I→ IR continue
,
dio che F

E una primitive di f se Fief .

Es
. GI E una primitivo di XZ , ma anehe + c

Cen e costate E una primitive di X?

In generate ,
se te una primitivo di f allow Ftc

con C costate e- pure una primitivo .

Teoveuea fondamentale del Calcote integrate

Siano F
,
f : [a , b]→ IR fuuzioni continue Cen F primitive

di f
.
Allora

fabfcxldx = Fcb) -Fla)

Ossevusziari

• Quest teovaua n' duce it eakolo degli uitegndi Cake)

al trover la primitive dell ' integrands .

• Nei caleoli convene severe Fcb) -Fca) come

I Fed lab (oppure Festa ) .

Eseeupi

fjxzdx =/ primitive dial ! - I to = tf - 05=3 .



- f!# dx =/ primitive diff ? =/ eogxf ! = logs - Bgl - logs .

. fjedx-lpviwitiadiexlo-lexlo-e-eo.eu .

he tecnidie per terrae la primitivo le vediawo hehe

pvossime lezioni .

Alteuzione : le primitive di alewine fungi oui ( per es ,

er
,

e- XZ) non hanno Uua formula .

Per la diuiostrdzi one del teoveeua saverio tveeeueui .

Lemma I
←
uitervallo

Data hi I→ IR continua e derivable Cen b
'
- O
,

allora le e- costate .

Lemma 2
g
uitevvako

Tate f
,
F
, G i I→lR con Fe Ce primitive dif ,

allow esiste C Costaute t
.
c . G = Ftc .

Chunma 3

Data f : Ca , b)→ IR continua
, defiuiseo Gi Ea ,bT→R

come

Gcx) is fatfctldt = area (Ad
Ahora Ce E una primitive di f .

Y f
Y -f

Ax
i

l l I t
a X b



Dim
.

del teoreuua

Trudo G come nel lemma 3
.

Per il lemma 2
,
esiste e costate t.c.G-F.ie .

Allora

fabfcxldx
q

Gcb) = Gcb) - Gca)

defiuiezione%ca-faafctldt.co
di Gcb) Corea di unsegmented

= (Fcb) -1C) - (Flake)

= Fcb) -Fla) .

Jim
.
Lemma b

Date
'

Ho ,X ,
EJ devo dinostrave che h =L Go) .

Per it teonaua di Lagrange esiste I C- (Xo , Xi)
tic

.

he , ) - hcxo) = h' CF ) q
O

Xi - Xo

per ipotesi
Quiudi hcxil - hbo ) -O .

Dine
.
Lemuroid

Pongo b - G - F .
Allow b' = G

'
-F 's f - f so .

Per il leuuwa b
,
h = C costate . Quihdi

G = Fth -Ftc ,



Jim . lemma 3

Suppongo f positive e crescent
.

Devo diuiostnohe che Ce
'
=f , eioe che

line Gcxtee) - GG)
= fix) ,

Leo le

Y

^

!
Ah !

! J X
A x Hh b b. FG)

H

Ossewo che Gcxxhl - GCN = area (Aa) = area (Re)

y=f#
-

←

Ta
tavealta)

fcx, Re

±

X Xth

Quiiudi

acxtef-I-arealaRI-akae.la/=fcx)-AreeefTee)-→ fix,
loso

.

Iuoltve Os area Cta) Sh - ( fatal - GG ))
Quiudi

osareaefted s fated - GG)#
g
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Ripreudo it discorso Sul Caicedo (esalto) degli uiteghdi .

Formula di Cambio di variable

al f f ( gcxl ) .

gicxldxqffcyjdyqtcyltcq-TCGGD-csost.ys-gcx-Tpriwit.ussostituisco

dy = gicxydx
di f Yang Cx)

I 9lb)

b) fbafcgcxl) . gift dx of fly) dy .

gca)

Dive
.

a) Latesi E che Fcgcxs) E una primitive di

f (gb) . gicxl . lo verifier devivaudo Fcgcxs) :

(Fcgcxs) )
'

= F' Cy) . gild = fly ) . gicxl-ffgcxD.gl Cx) .

T T t
deviate della F' of
funk. composts perche te

una prime .di f

b) Uso al E it teoneeua fandom . del ealeobo uitegv .
:

gas)

Jabfcgcxs) . gcxldx =/ Fcgcxs) lab = ltcyll .

9cal
11 I

Fcgcbl) - Fcgcad)



Caso

particoloredfffmxtp) dx q ffcy ) lady
=

tmFCyltc-tm-cmxtpltcy-mxtpdy-lmxtpjdx-m.de
dx= Im dy
t.

. gustinb) Jabfcmxtp) dx = a dy .

buaxp

Esaupi

• few" dx q f
et { dy = { fed dy = zebec

y = 2x-11

dy = 2dg. dx= {dy
= the

# '
te .

o fo
"

seufa - E) dxq failing c-Day = 21,!seuy dy
y = a-E A

dy = - {dx ; dx= -2dg
= 21 - cosy /

IT12

=
2 (1-0)=2

o fer x dx
q f

EY tzdy = { fed dy = zebec
y=x2 = Let 't e
dy = 2x dx

Edy = x DX



e fees (xD . Pdx

q f cosy
. XIIdy = fcosy.dz dy

y = If da qui
proeedetedy = 2XDX ; Lady = DX uitegraudo

• !!cos . Pdx & J !cosy . q dy
q
o

M Patti . . -

perche gli
esteem di

uitegraz . Sono
uguaei !

. I tauxdx = I dx

q f by ←D. dy
y = Cost

dy = - sent . do - dy = seux.dk

= - Slg dy
= - log lytic = - log KosHtc

Cosa suceede con it canbio di oar
. y = sent ?

ftauxdx-fsegdxqf.ws#.dyy=seuxdy=Cosxdxjdx=ws-
dy

= 1£
,
dy q f¥yzdy

. . . .

Cos2x= I - seek = I - y
2



2

• S! etrdxqfezygdy - tegel!- fiery. dyo T
y=rx
dye CI

per parti

2rx

dx=2rxdy=2ydy = Get - 2) ell!
= Cee
'
- 2(eZs)

=
2e2 -12

.

Facto utiee

a) Se f e- dispar i {aafcxldx -0 ;
b) se f E pari

,

faafcx) dx= 2)oaf do
.

Dim
, a disegui

A)
← y=fG)

-a At
l
-

I faafcxldx - area -cereals-1=0
A a f J

Sono Ugadi
per simmetnia

b)
y=fcx)

A- At Iaaf cxldx = areal +
atieacsg

-a a
= zavea (At) = Zfoafcxldx .



Dim .

"
Vera
,

faafcxldx = !! fcxldxtfoafcxdx
-

+= -y → Il
die - dy

goaffy )#dy
Il

faffy ) dy - foaffxldx
O

Quiudi

f.aafcxldx =

foafc-xtdx-foafcxldx-foafcxl-fc-xjdxsefe-disp.am
'

, ffx)= -FG) e f G) + ffx)=0

edtewoogaafwdx-fao.de - O '

Sef e- pari ffx)=fG) , fcxltffx) =2fG) e

§aAfCx)dx = 2)oaf do .



Eseurpi problematic
3

• feedx q f! e
'd

defy Eora ?
O La situazione non

y = XZ

dy = zxdx
e- hrigliorata !

dx= # = dis La primitivo di en

Wy
non si es prime in

termini di fwxz
.

elan
.

° 1¥. dx = Iarctauxf
,

'

= It
,

- tag ) - Iz

Rifaecio to stesso Calcote Con Un Cambio di vav
.
:

!! do

q
,
!÷.ie#ypftyd.dy=-f'ytadyx=lg=

-f
,

'

,¥d×
dx = - ytdy

Quiudi f.
'

¥, do = - f
,

do eioe Iz = - Iz .

Dov -E terrene ?
"

4
• !! ex

'

dx

q f
eYglrydy = O .

4

y = XZ ,

dy = 2X dxjdx-dy-s.dz2X Ny
Assurdo perche ex

-

so e quiudifzedx 90 .

Dov -E terrene ?



A pprossimazione dell
'

uitegisle

y
n y -

- fcxl],

A

> x

a b

se f 30 ,
I i=fa%cx) dx = area (A)

Per calcolave vie Modo appassionato I , appnossino

A con dei rettaugdi .

Ra
Y Rs t
^ t :

R , Ray, i i

g : i

i i i

fail- - - - -

!
.

: : : i

i
i i i

i
i

: i

←Ji,!"%!ÖJ5u!
, ×

a
!
, !2 ¥3 ¥4 b

tisso N grande e divide La , b] in uitevvdli 9
,
. . . , Jn

Euughezza S = by
N

Scelgo X
,
E Ji

,
Xz EJZ , - . . . , XNEJN .

Preudo R
, vettaugolo con base J, e altezza FG ,) ;

Rz belt . con base Jzealtezzafcxz) ; etc .



La somma Jg delle avec dei reltaugoli Rn dooorebbe

approssimave I
'

area di A .

Is := area (Rn) = §
, fcxpu)

- S

,

/ altezzowfhge.ua
"
Somma di

Riemann
a

Torana b

se f E continua
, glejug Is = I = fabfcx)dx .

(Vale andre se f non e- postwar)

Quest risultato non lo diiuostro .

Dimostno uiveee delle slime dell
'

error

errs : = II - Ist

Propositi one 2

Sia f : Ca , b]→ IR E continua e derivable

e m > 0 Etc .
If 4x4 Sm txt Laib] .

Allora
err
,
s my -a) S

Sem - I
,
b -a - I

,
8=183 ⇒ errs S 10 ?



Propositi one 3

Sia f i [a , b)→ R devicebile 2 volte
,
e Sia

M >o t
. c . If

"
Cx) l S M V x E La , b] .

Phaedo Xu punto medio di Ju peu Oguin .

Allora

errs S Mq (b - a) 82

Yu partiedare Se Mei
,
b -asi e 8=10-3

allora errs s % s lot
.

(Questa Stina E migliore della precedent)

Dive

5- Is = fabfcxldx - ⇐ foul S
Scriver Ca , b]
come unione→

= §
, fjnfcxldx - &,

foul S

degli luteusUi

Ji - - - - is JN
= §

,
(J
,
f dx - f- Ctu) . 8 )
h

Allow

(b) errs IS- Jst s E://gnfcxsdx-fcxul.SI



Esamino Ora fgwfcxldx .

Sicame Xu E ie punto medio di Ju ,
e the

lunges , ahora Ju = [Xu- Sz , xutsg) e quindi

fjufcxldx - f!!! fcxldx
I:# → =L :{ fcxuttidt

soieuppo dit .
di

ovd.es di f wi Xu : = Ig!!f Hult fault + Rutt) dt
fcxutt) = fault fault

+ Rn"
=

lfcxn.tl?:nlficxultIIiitf!iRultldt--fCxut8tfg,YRultldt
Md allow

⑦ I {fucxldx - fans / - If:{ Ructldtf
Uso Ora k formula del resto di Lagrange :

Ralt) = f"CztIt2 on EE Gtf



Quihdi

- Mg tr s Rutt) s Mz t2

Quinde

III.Edt s f!!nltldt s.fi?M- Edt
H

H

- if S3 Mq 83
812Quadi
If Ructldt / stfu 83
- 812

Quiiudi (2) diveuta

I ffgcxldx - fcxulsf - Ifs!! Ructldtf S Mq S3

e Wando eats)

errs IS- Jst s E://gnfcxsdx-fcxul.SI
S N . 74-83 q Ef lb -a) S?

So by
N
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Attn' siguificati dell
'

integrate
Lavoro di una forza

P punto che si unwove sull
'

esse delle x della

positione Po a P, , soggelto ad una forza F divelta

Come tasse X

F
' O→ . X

p p p
O l

se F E costate
,

it lavoro dit sup E definite

come

(1) Li = F . Ox = F. (R - Po)

Se F mon E costate e dipeude daka positione

di P allora

(2) L : = Jp!Fcxldx
Come si dtieue (2) da (1) ?
Per F men costate calcote ie Lavoro L a parte
da G) suddivideudo Quiterustle [Po ,R] in uitewdliui

di luughezta S piccolo , dove lie prima approx .

F E costate



XI Xz Xz . . . - -

←s!"s!

I , µ

Po P
,

N

Quiudi L = Eln a ⇐ FANS .

net

In
lavoro dit
sull' intervale

[Xu, Xun]

Qwiudi L = bin [ FANS] = Jp! FcxldxSeo
- -

Somma di Riemann

ehee.a.fi?fgEiiemISpaziopevcovsodduu
panto in movimento

J
punto wi movimento met piano (o hello spazio)

Quihdi P = ( xctl , yet) ) ( P= (Xlt), yctl ,2-Ct)) )

reelocitalodtore) F = ( ice)
, y

'

Ctl)

ueeoeita-csealardol.ygxggy.gggg.it/9ia-oisteaccelevazi
one Te

La distauza percovsa da P tha l ' istante to e t ,

e-
D= f!

'

IVTTH dt



Giusti ficazione
Indica con dct) Ea de'stanza percorsa dall

' istante

to a t .
Abbiauuo visto Chelle lezioni Sulla

deriosta) che FTTH = d ' Ct) .

Qwiudi dct ) e- una primitive di 10%11 .

Ma allora

S!'lv7tHdt q / dust!! duct .) -d ,4td=d
Teer

. fond .

d O

del Caicedo wit .

Lunghezza delle curve (nd piano 0 hello spazio)
Tato P come sopra , Chiana

"

traiettoria dip
,

Y,
uisiaue delle posiziari di P Gen t wi un
at uiteudlo di tempo) a'OE

e = { Pct) : toSt St ,}
Eu generale C E una curve .

PUT )
Pelo) .

-

P

?tf£
, e- tangent a Cc

9














































