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tumblr.at

( in partiedare eiuiti di forme indeterminate )

strumout a disposing
'

one i

- Teorema di de L
'

ltopital
quester ie lo

° Sviheppi di Taylor e parti principal ← strumauto pin
importante !

teorema-hdetop.tl

Versione "

imprecise , i date f
, g fuuzioni Tabi che :

f-Cx ) , gcx )→ o
xoxo

oppure

fcxl , gcxl→ Ics
x→Xo

allora

potrebbe non
Liz = Line

.

← esse re una

T
forma indet

.

forma indeterminate
°
oppure
to

-0 Is



La versione precedent e- imprecise nel souso

che it teorema contiene delle attire ipotesi .

Ecco la versione
"

precise, i

consider iamo f , g : X→ IR e XoE Eo
,
too] Tali che

e se Xo C- Resiste S > o t . c .
I { XEX : x# Xo e Ix- toss}

e- della forma [Xo- S,Xo) Opp . Go ,xots] opp .
I ' Unione;

se Xo= to esiste m t. c . I :=[m,+o) CX ;

se Xo= -o esist m t. c . I for, we]CX ;

inotte gusto e g
-Cato tf x c- I ;

•

g Cx) , fed Oppwe got , fcx) Io j

• esiste il limit L = fujuyofgtgdg .

Allora %gff =L .

La prima ipotesi dice che X deve avec una

forma partialare , ed e- soddisfalta mei Casi
concrete che consider remo

.

La second a ipotesi e- quella fond amental , ed e-

present anehe hella versione precedent .



Laterza ipotesi richiede a priori che esista L :

puo-iufattisuccedereche-lliufgcd.ge sister
mento line

grey,
hon es iste .

Eseuepi
. Lingo soft forma indet. del tipo 8- , apple.co

de L
'

l top .
e olteugo :

= Yugo = cos is

Neha lezi one precedent abbiamo dato una

dimostrazione lunga e complicata di questa
limiter

.
Perche ? La ragione e- che queesto

lieuite serve a dimostsve che deux) 's Osx
e questa dimostrazi one Usa che deux) 's cosx .

de L' H .

- Eino ⇐"g) ¥ fine - ers .

D

de L' H
.

. figg tcosx ⇐"Og
.

) & Figg = seu so .

de L' H
.

a kiss '-9¥ f-
"

8.) ⇐ g÷gsa = Elin sent =Lto



\

- fig
.

f- ¥8 ] = line f- to ]
f x→ to
de L

.

H
.

I figure = is

Esaupi in Cui

qualcosavastovto.am
. III. E¥i÷÷.

@x3YCeTahcegcxgiKfsi.w. ¥¥: f- IS]
= eY .aya

- I
de L' H

.

I 4xeX2
= axa

- iexa
= line
-

X→ to 303+3 x. 3×4×3

= line 4xeX2
xs.io#xexf- IS]

€ L L L L

Andando avanti ad appeicare de L' Hospital non
viene moi una forma non indeterminate !



D
' altra parte poss iamo eakolare il limit

diversamonte :

gf = 02 .
e-

X '

= ex2×3 = e fit ¥)

+co
- I

e guindi r g
m-

- a

line
.e¥ = fine

.

e
" t"

= e = o
.

° Applicatione errata del tear . di de L' Hoa p .
i

ke L' H
.

eiw¥ ! fiu.gg = fine,I = to
x→Ot x

Questor isuHato e- sicurameute sbagliato perch e-

log " so per x< I , e quiudi il liuite non E to
.

L
'

errore Sta nel facto che questo limit mon e-

una forma indeterminate tipo O_O ME tipo ,

e guindi NON si pad apple
'

cave de L
'

ltop .

In effete Lingo, lofty =
"

-0¥
,

= - co .

← non E una

forma indet
.



- line forma wide .tox→ to to

iufabti Selex 's - I
, quiudi

Rt seu X Z X- t e siecome

X- I → to allora xtseux→ too .

se apple.co de L
'

Hdp . otteugo :

limxtg.li#..Esx+→ to thx

=fu→i%x(it cost)

e guest limit mon esistel
k

u y -2x y=X(Itcost)
Iufalti

, per x→ too , cos x ↳ I
oscilla infinite volte tra - I i

e

.:*
.

:c:c: :S:*
. Ifoscilla tha O e 2x

.

l l l l l X

Come si vede dat disegno Tl 31T 51T

ieeiewite per x→ to non esiste .



Ma ragi onand o diversementee olteugo un
risultato diverso !

Iufati seu xx - I ⇒ xtseux ⇒€ e

log x log x

fine
.
.feu%Y"

'

figs
.
# = x - us .

Quindi auche Xt sent
→ + cs . g

log x x→to

Il Secondo risultato e- queller giusto .

It primo E sbagliato perche it teoreuea di de L' Hdp .

non si pro applicator perchE non e- verification tipotesi
che es iste il limit di MI

grey
'

Morale : se appeicaudo de l' Hop .
a live -6¥, si

oltieue che line
,
mon es iste , non v not

dive che live -6¥, mon es iste ,
ma solo che

non si piece appeicare it teorema
.



Confront di infiniti euifiuitesinii

Terminologies ( non molto lesata) :

data Xo C- Ecs , too] per
" infinite (wi Xo) ,,

intend o una fungione che temde a Ics ( per xoxo) ;
per

" infinitesimo ( in Xo) ,, intendo inveee una

fungione che tende a O .

Doti due uifiuiti @ due infinitesimi) , cite due fuuzioni
che tendono a to Coppare a O ) per x→ Xo

,

ad eseeupio the X 3 ( per x! too) , Voglio dare

voglio dare un signifiedto precise all
'

intuizi one

che x
2 e- motto pin piccolo di X 3 (per x!to) .

Questa e- to scopo della pross ima defining
'

one
.

Definizione

Date f , g : X→ R dice che f Cx) e- trasaerabile

rispetto a guy per x→ Xo se

lien f Cx)
Xoxo

= O .



omelto di seriverlose
In Tal Caso Scriver

←
E Chiaro dal contest

ofK g Cx) (per xoxo)

(il simbdo
"

K
,
si legge "minor minore,)

Oppure

f-Cx) = ofgcxl ) (per xoxo)

( it simbdo
"

ofgcxD.si eegge
"
o piccolo di gcxb,)

Osserv
.

Nelle definingone non ho richiesto che f e g Siano

entrainbi infiniti o infinitesimi .

Tuttovia la hozione
"

f Cx) K g Cx) , e- partiedarm .

significative quando f Cx) , g Cx)→ O oppure

f Cx) , get! Ics ( a'OE quando bin ff¥ e-

la forma iudet . O_O oppure 4¥ ) .

' L' espress ione
"
fG) Kgcxj , continue un confront

tho i Valeri assolute
'

di fol e gal , e non

di peude dat segno di f Cx ) e gCx) .

Per eseeupio X2K - 83 per x! too .



• Se g → Ics e f Cx)→ L fiuito
,
allone e-

immediate uevificare che f Cx) K g Cx) .

to stesso vale se gCx )→ L Con Lto

( uiceuso Ics ) e fed→o .

Eseuepifondameutali per x→to
confronto di infinitesimi e uifiuiti elementavi a -10)

a) Xa K x
b
se Acb

e. seenpi i 824×3 , ¥2 K ¥

b) A
"
K b" se Oc as b

a
,
b devono esseve posit . affiche axe to Siano definite

eseuepio : 2×4 e"
.

c) (logx)# xb se b > o
,
a qualmque

se b so e a>o , Xb→ O opp . I e (log + es
,

quiihdi Xb ⇐ Clogx) a

d) Xa K bi se b> I e a qualm nque
se Ocb si e a>o , b'→ 0 opp . I e xa→ us

,

quimdi bi a xa



Ossein
.

Caso particolored's queauto detto : log x x x
900001

Ma se fate disegnare i grafici at computer seenbra Vero
esaltameute it contraries : it panto e- che 1290000 ' dioeuta

pin grande di logo solo per valor i
di X Cosi grandi che

ie computer non lipuo gesture .

Stesso discover per x'
°O°

K ( I, oooo i )
"

.

Dimostrazioni

a) Devo for redere che Xqab! O se as b :

+!to

X = Xa
-b
→ O perche a- be 0 .

×→to

b) Devo far Vedere che ¥! o se as b :

x→ to

¥ = @ b)
"

→o perch e- A/b < I .
x→ to

a

c) Devo far Vedere che K¥1→ O se b > O .

Caso a= I i
×→to

a÷
..

.
t.

"

in
.

= ffjmub =¥-0 .



Caso ATO : Scriver

loggia . la
e per il Caso precedent loggy →+ a
line@ggta-limfloffyaJa-eiwya-tcs.x→ to x→+is y→to

-

Y

Caso a co i

lgigycs@ggl_a-f-s_o.d
) Devo far Vedere che I→ O se b > o : Scriver

b " x→to

gag = exp ( log (¥)) = exp (alogx - xeogb)
= exp D

e osseroo che i

y

o loft → o (per 4) j
• - logb + aloft → - log b j

o

y
= xflogbtalogx ) → - csj

. if = e 't→ O
.
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Dalla lezione precedente : f e- trasausbiterispelto a g

per xoxo se fcx ,
④
→ 0 ;
+→Xo

Scvioiamo : f- K g .

Confrontodiiufiuiti/iufimtesimidaueutariperx→
(a) Xa ⇐ xb se as b .

(b) at a bi se OcaIb ;
(c) (log x)AK Xb se b> o ;

(d) Xa K b
"

se b> i .

Confrontodiiufiuiti/iufimtesimidaueutariperx

(e) XAK Xb se a > b ;

(f) ( log x )AK ¥ = x
- b
se b >o .

Dim
.

Gei enunciate (a) - (d) Sono stat demostrati hella

lezione precedent .

(e) b =
Xa
- b

+

Oa
- b
= 0

.

← perches a- b >o per ipotesi



(f) Caso a- Ii tidy, 6×98 = Gino. . b- i
=

,Eino, = O

caso a>o : Hoffa = 4499¥! = (E)
a

X
-bla

auindi : jiggle;Etta = ljugo.IE/aqfigg..ya=o .

④ Uso il Cambio di varia biee
Y

Y = (hf#a ) ; so che y
t perche log ⇐ x

-Ha
.

caso aso : figg @9789 = "
"

= 0

Esercizi

xhiso.ie?gg--exuisoiho.#qologXKX2
per x→

Ot

*

. line
= O

×→as ex
-

I's Uso il segueutefalto generate :

(logo)
a
K b
"
se b > I

,
in part .@ogD2Kex.Jufalti Clogx)

a
Kx e XK b

'

por b> I .



as
- - i

- line 2"
=
line ( th ) = live = too .

Estes ya x→as 2x p y→otty
- T 4
t, y

Cambio var . y=×
to 2"

Nazi ⇒ y → Ot
+→to

. Lingle

qylujyg-yte-Y-yljy.gs#=o.y=-xcioEx=-y
. line lost live Y

= -1W
+→to logceogx) Fn y→to logy

y=eogx
+w

b

q f
--

- line IIIs - fissile
- E.) = too .

+→as W
t
O



Definizione.cc#amaasiutoEa
Tate f

, g :X→R e Xo Eto, too] si dice che f e g
Sono asintoticamente equivalent per x→Xo se

line fcx) suppongo che Sia sensate

xoxo gli)
=L

pavlak di quester limit

cioe che Xo Sia approx .

Sevioiamo f ng per xoxo .

con punt
'

di X
.

Nazione di
"

souiigliauza
,

di due fuuzioni per xoxo .

Definizione.cc#eprinapaeperxooxtDSefCx)~axb
per x→o Crisp .

, per x! too ) chiamo

axb parte principate di fix) per x→ o Crisp .

, per x! too) .

Eseuepi
seuxnx per x! o ⇐ uos¥=s ;
in partialare la pp .

di seux per x- o E X .

- I- cost u# per x→o ⇐ bin I-9¥ gatz2 x→ O

in partialare la p . p .
di l- cost per applicorhvoete

de L
'
Hdp .

x→ o e- E .

. If-3×3 n - 3!3 per x→ to ⇐ I}×3§3 = - # + I → I
×→to

e la pp .
di 82-3×3 per x→ too e-

- 3×3 ,

• If-3×3 n XZ per x→o ⇐ = I - 3 x→ I
*→o

e la p . p . di X2-3×3 per x→ O e- x?



Proposing' one negei enunciate
' Sotto x→ Xo)

(1) f n g equine a dive che f si puf Scrivener

come f = g try con r k g .

"
resto

,

Versione CampaHai f n g ⇐ f = g to(g)
( ricardo che 0cg) indica quakingwe fuuzi one trasourabiee
rispetto a g) .

(2) Se f ng allora leiufcx) = bin gcx)
x→Xo x→Xo

(e se una dei limiti mon es iste, men esiste meanche

e
'

altro) .

(3) Se f
,

n g , e fzngz allora fifa~ gig e tf ~ Ggg .

Atteuzione : in generate non Vale f.tf ng ,-192 .

(4) Principia di sostituzione nei limit : se f.ng ,
e fzngz ,

allora

line fifz-fiuyogigzeligoffz-lfdx.GG '

X→ Xo

Se ho un prodoto (o un rapperto) di fund avi ,
sostituive ad un faltoue una fanzine asiutotie

.

equivalent (par xoxo) non Cambria il limit (per xoxo) .

Caso partecedarmentee utile : Xo -0 Opp . Xo=to e

g , e ga Sono poteuze ( cioe g , e g z Sono le p .p . dif, efz) .



Dive .

(b) suppougo f ng e Servicio f = g tr con r- f -g;

allora rgY = flag = foggy - I→ o eioe rag ;
w
t per ipotesi
I

Suppongo f = gtr con rag : allora

fg = 9%4×9×1=1+59×1, → I eioe frog .

-

tr per ipotesi
O

(2) Savino fcx) = fgf . gcx) quiiudifuigofcxl-ligy.GG) .

W

ly per ipotesi

(3) fg¥ = Ig
,

. ffg → 1.1=1 guindi fifzng , gz
92
WW

per ipotesit, t
s I

fg://j-z-ft.gl/ → 1/1=1 qwiudifiqn.gs
.

W w

ly t per ipoteoi

(4) f
, ng ,

e forge⇒ f. fan g.92 ⇒ ¥%ffz= Lingo9,92 .

T T

③ (2)

L' atra parte dell
' enunciate sidimostra allo stesso modo

.
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Esaupi di Uso del principia di sostituzione )
(b ) , . . ., (4) si vifeviscono agli enunciate

'

della propose .

nella lezione precedent .

• 2×-84 n 2" per x! to ⇐ HK 2x (uso )

per (2)
t,

Iu partialare fgigy.ge/4--fujn+o2'-- to
-

x forma circlet . +co-o

-
• line

Xtsinxxstox4xg.eogxEa@xhii.csxE-xhis.x
- o

(1)

says,¥o ⇒
seux ⇐ x ¥ xxseuxnx

(altern .
Selex- OG) ⇒ xtseuxxtocx) -x)

X K 82 e logXKXZ per x→ too ⇒ xtlogx 4!2

⇒ X2x X + log x ~ xz

In housato it segueutefatto generate : (per xoxo)
se f.Kg e fak g e Ci ,GEIR, allora Gfitczfzkg .

Iufatli Gftgczfz = a fig + caff → O .

ti t
O O



Scvittura compacta i
"

eiocg ) + Cziocg) = 0cg ) ,

Alteuzione che 0cg ) rappresents fuuziomi diverse
Yu particular 0cg) - 0cg) = 0cg) e non 0cg) - 061=0 .

Xz4k, ( pp .
del num . per x→ to )

-

- line 3×4×414
+→to Tx - x312

= Into ¥z=¥% - tix = - as

=
- x3/2 ftp.p .

del denom . per x→ to )

x2K Xh !-9 3×249 ⇒ 384¥ n4

of = x'
th
K X 3⇒ TxK- 83/2⇒ of- X3/2~ - 43/2

!

In ho asato que sto facto generale i

se f k g allora Cif K Csg Vc ,
,
Cato

tufati ¥g= § . Eg ! o .

W

t
O

3!2 p - p .
dee www.ev .

2 (
par x→o

)
-

• him 3×4×414

xsotrx-xzk-xhiff-YY-z-fh.no+3×3/2=0
A- ¥112 ftp.p.pdaexdejgm .)

Faveuioaltri esercizi di quest tipo in seguito

Nota su come si sevive :

f Cx) → L bin fix ) =L leiufcx)→L
X→Xo X→Xo X→Xo

-



f,nfzpevX→xo ⇒ f , =fz

liiwf,Cxl=biufk) liiwficxlnbiuflx)
tho X→Xo

ok
tho X→Xo

✓



Conuiueia one un pezzo di teoria

( per arrive tho le notte Ase alla dive . di de L' Hdp .)

Definizione

Data f : X! IR e Xo E X , si dice che Xo E un

punto di Massimo di f Crisp . di minimo) se
f (Xo) I f Cx) the X Crisp .

,
f- Go) Sff))

(
men

"

Ji,

Iu Tal Caso foo) si Chiana Valone Massimo Crisp .
min

.) di f

""

T Fanti dimin .

Definizione

Punto climax
✓

Data f i X! R ,
X
'

C X
, xo EX

'

,
si dice che Xo

E punto di Massimo Crisp . di mim
'

mo) di f relative a X'

•

fad > f Cx) VXEX '

Crisp . fool SFA))

f- Go) si Chiana Valone Massimo Crisp .
min

.) di f relative a X '

.



Definizione

Data f : x→ R
,
Xo EX , si dice che Xo E un punto

di massimo locale Crisp .

,
Mimmo locale) dif

se passo
trovare I intervale apart t.ci Xo E J e

Xo E punto di Massimo Crisp . , minimo) di f
Eelatioameute a X

'

:#NI

•

,

⑧
'

,

'

, '

"

y

T n T

: thanx!!) Punto di wax

-

puntodi
min . loc :

si dice au che massimo relatives at poster mass .

loc
.

e minimis relative wived di min . loc
.
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Ripreudo (e rifaeeio) l ' ueticuo avgomeuto di ieri .

Defiuizicne

Tato Y C IR ie Massimo di Y
, die uidieo an Maxcy) ,

e- e ' element T di Y che e- pin grande di

tutti gli ahtri , woe T s y try c- Y .

Ie www.mo di Y
, mincy) , e- I ' elements pin

piccolo di Y .

Eseeupi i Se Ye Li , 3]
,
wax (y) =3 e min (Y ) =L .

se Y = (o, D , max Cy) =L , minty) men esiste .

se Y= R ,
Max e min men esistono

.

Defiuizicne M) Mlf)
Data f : X! IR

,
ie Valone Massimo Crisp .

,mining
di f E ie Massimo Crisp .

Mimmo) dell
'

uisiaue

dei Meloni
,
eioo dell

'

uivuagrue :

Imf) { f Cx) : xEX } = f (x)

cioe.ie veil
. max

. Crisp .

,
ruin

.) E uuaxcfcx))

Crisp . ruin )) ) .



Un punto di wax . ( oeisp . , mining di f
e un qualiaque punto I dove il Valone

di f coincide on it valor massive feelsp .

, mewing
AOE f = wax (FG)) (Eosp . fcxtvuiuf

vole a dire f If tfxex Crisp !, f Sf Hex) .

Atteuzione ie ualone ueassiuofuuiuimo
e quiudi i puuti di wax/ ruin ,
possum men esistere

.

Y fcxlsex
Index )→ = ex X - IR
"

Eo ,to) Imf)- (o, too)
← Ole Judex)

x

X = IR
,
Iue = Co , to) non hee ut mill . We heat .

e qui udi et mon ha punk
'

di ruax .
out diana .

i y i

s..

"""

.

Ein
"

:* :c:*.
puuti di min : I e - I

Max (f) mon es iste .



Se pseudo X
' CX

,
il valone massimo

Crisp .

,
mimmo) di f Cx) per xEX

' E il

Massimo Crisp . ,
minimis) dell

'
vi.sieve

{ fcx) : xex
'

} = FCK) .

G punt di Massimo Crisp . .
minium) di f in X

'

Sono i puuti I di X
'
dove f assume i'll

valerie massive Crisp . minimus)

↳ y fat - ex

= ex X - IR

X
'
= Go , O]

FCK ) FCK ) = (o, I]
×

¥
Val

.

nuax
. diff) per XEX

' E b
,

ie veil . min . hen

e.sister . Ie punto di wax . difcxlpaxexieo .

i y i ⇐ IR
panto

← y=fCx ) X
'
= ft , 3g] climax

i÷÷ v
:&:c::c:*

.
!

←
dif set '

l l Xhe is Eguia ; -
b - flag)
punto di wi



Definingone

Tata f : X→ IR
,
dice die to EX E leur punto

di massive crisp . minimis) locale se posse
treasure 5 intervale tale che :

• Xo e- uitevuo at Cuen e- an estrone dis)
• Xo E un punto di Massimo Crisp .

minium)
di f Cx) per XE Xi is XNI

Definitione

Dato Y CR che si serve come Unione di

niter valli
,
Y - I , U . . - VIN ,

ehiamo ai , bi

gli esteem di ogui Ii .
Allora C

'

estrone superiore di y , sup (Y),
e- it piiu gnoude tree bi

,
. . .

.

, bn .

E e
'

estrone inferiore di y , iuf CY), e- it

pine piccolo tree ai , . . . , an .

Se sup ly) appavtieue ay allover e- wguale
a Maxcy) , se uiveee sup ly) ¢ y , allover
wax (4) men esiste .

Se nifty) EY , Allora min (yl - nifty) ,
se niffy) -44 , allover mutely) rien es's -6 .




































































































